Probleme de numarare

Adrian Manea

Ai 10 prieteni la care tii foarte mult si ai castigat 3 invitatii la concertul de maine sear3.
Cum 1i alegi pe cei pe care i vei invita? Dacd intr-adevar i pretuiesti in mod egal, Inseamnad
cd poti sd alegi pe oricare 3. Asa ca listezi posibilitatile si alegi una la Intamplare sau sd
folosesti random. org. Dar céte optiuni ai? In cite moduri poti sd alegi 3 persoane din 10?
Cam multe: 120.

Echipa clasei vrea sa-si faca o uniforma de joc si un blazon. Dar nu vreti sd arate ca un
steag, asa cd folositi 6 culori in loc de doui sau trei. In ce ordine si le pui pe steag? In céte
moduri poti sd aranjezi sase culori pe un (fel de) steag? Foarte multe: 720.

Problemele de numérare rispund la intrebarea ,, In cdte moduri poti sd...?” Cand ai mai
multe optiuni din care trebuie sa alegi sau vrei sd listezi toate posibilitdtile, permutarile,
aranjamentele si combinarile sunt obiectele matematice de care ai nevoie.

Asa cd studiul problemelor de numarare devine important In mai multe situatii. Dacd
vrei sd rezolvi o problemad prin incercdri, de exemplu, ajutd sd-ti dai seama cat de multe
posibilitati existd. Tot cu probleme de numarare poti sa intelegi si jocurile de carti sau alte
jocuri de noroc. Daca numeri corect, cu ajutorul permutdrilor sau combinarilor, o sa-ti dai
seama imediat cit de micd este probabilitatea de castig.

Care este probabilitatea ca, intr-un joc de tip ,pdcdnele” (slot machines) cu 3 rotoare, avind
fiecare cdte 7 simboluri, si nimeresc cel putin doud simboluri la fel?

Raspunsul este % sau aproximativ 14% si o si-ti ardt ceva mai incolo cum sd-1 calculezi.

Mai poti sd intelegi si faptul uimitor cd numdrul amestecurilor unui pachet de 52 de cdrti
este atdt de mare, incdt aproape sigur dacd amesteci acum pachetul, ordinea pe care o obtii nu a

mai fost obtinutd niciodatd in istoria omenirii. Motivul care std la baza acestui adevir este cd
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operatia factorial creste foarte repede. Tot factorialului se datoreazd sinumarul foarte mare

de posibilitati in care poti sa inviti prietenii la concert sau sa aranjezi culorile pe blazon.

In afard de astfel de problemele si intrebiri cu oarecare substanti practicd sau poate
distractiva, problemele de numarare sunt legate si de concepte avansate de care ai nevoie
in scoald, incepand cu clasa a zecea. Binomul lui Newton, de exemplu, care iti aratd cum cal-
culezi (a+b)", pentru orice numar natural n sau identitdti combinatorice pe care le folosesti

in informatic3, in teoria grafurilor, sunt doar doud exemple.

Notiunile de teorie sunt putine si simple, dar modurile in care le poti aplica se diversi-
ficd. De aceea, o sd introduc pe scurt conceptele fundamentale, dupa care iti voi ardta prin

mai multe exemple de exercitii rezolvate cum s le folosesti.

Multe din rezultatele numerice pe care le vom obtine pot pdrea surprinzitoare. De ace-
ea, prinde bine ca uneori sa te gdndesti putin la asteptdrile pe care le ai si sa intelegi ordinele
de mdrime ale numerelor implicate. Un numar ca 10! poate sd nu pari foarte mare, dar in re-
alitate, are o valoare de aproximativ 3,6 milioane. De aceea, o s te ajut cu indicatii intuitive

acolo unde este cazul.

Permutari, aranjamente, combinari

Cea mai mare parte din discutia despre probleme de numarare se leaga de o functie pe care

cu sigurantd ai mai folosit-o: factorialul.

Factorialul unui numar natural
Pentru orice numar natural nenul n € N, se defineste factorialul sdu, notat n!, ca fiind

produsul tuturor numerelor naturale de la 1 la n:
n=1-2-3-4---(n—1)-n.

Prin conventie, se defineste si 0! = 1, rezultat util In combinatorica.

Poti sd vezi factorialul ca pe o functie (de forma f : N — N, f(n) = n!, pentrun # 0si
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f(0) = 1) cu valori care cresc foarte repede. Uite citeva exemple:

ol =1 51 =120
=1 6! = 720
20=2 7! = 5040
31=6 8! = 40320
41 =24 9! = 362880

Cu ajutorul functiei factorial exprimi permutarile. Prin definitie, o permutare de n ele-
mente Inseamna o rearanjare a celor n elemente ale unei multimi. Este ceea ce in engleza se

numeste shuffle. Mai riguros:

Permutari

Orice functie bijectivd definita pe o multime cu n elemente,
f:{1,2,3,...,n} - {1,2,3,...,n},

se numeste permutare de n elemente.

Ce se Intampld este cd imaginea functiei creeaza o rearanjare a celor n elemente,
care se mai numeste si permutare a ei.

Numdrul tuturor permutarilor de n elemente (adica al functiilor bijective definite

pe multimi cu n elemente) este n! si se mai noteazi P(n).

Observatie: Din punctul de vedere al terminologiei, am scris permutare de n elemente,
dar am folosit primele n numere naturale. Decizia a fost arbitrara si, cumva, practica.
Potifoarte bine sa folosesti orice multime cu n elemente vrei, pentru orice n, si definitia

ramane. O functie bijectiva intre doud multimi le face sd fie, practic, interschimbabile.

[atd un exemplu: f : {1,2,3} - {1,2,3}, definitd prin f(1) = 2, f(2) = 1, f(3) = 3 creeazi
permutarea 2, 1, 3, care a amestecat numerele 1, 2, 3. In total, existd P(3) = 3! = 6 permutiri
de 3 elemente, deci ai 6 moduri in care poti defini aceasta functie f. Printre ele se afla si
functia identitate, care nu face nimic: f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3. Permutarea (functia)
aceasta se mai numeste permutarea identicd.

Numirul total al permutérilor de n elemente, adicd P(n) = n!, rispunde, deci, la intre-

barea In cite moduri se pot rearanja n obiecte?
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Intelegi acum de ce numirul total de amestecuri ale unui pachet de 52 de cirti are pro-

portii astronomice si chiar peste: 52! are ordinul de mé&rime 10°7.

In multe situatii practice si exercitii scolare, Ins3, nu ai pur si simplu de reordonat niste
numere sau obiecte, ci trebuie sd extragi din ele cateva si sd le combini pe acelea. De exem-
plu, rispunsul la intrebarea In cdte moduri pot sd stea 10 elevi pe un rdnd in sala de spectacole?
este, desigur, 10!, dar mai des poti s3 intAlnesti intrebari precum In cdte moduri pot s aleg
un comitet cu 3 reprezentanti ai elevilor dintr-o clasd de 20 de elevi? Aici, permutirile nu te mai
ajutd, pentru ci ai nevoie de o selectie. Nu vei folosi toate elementele (toti elevii), ci doar
cdtiva, pe care, eventual, {i reordonezi.

Pentru astfel de situatii existd combinarile sau coeficientii binomiali. Este un concept

cu o definitie abstracta, dar pe care o vom putea particulariza imediat.

Combinari (coeficienti binomiali)
Numairul de submultimi cu k elemente ale unei multimi cu n elemente (cu0 < k < n)
se noteazd CK si se citeste combindri de n luate cdte k

Acest coeficient binomial se calculeazd dupé formula:

n! P(n)

o= = :
" kin—k) P(k)-P(n—k)

In termeni practici, folosesti num&rul C¥ atunci cind ai de ales k obiecte dintr-o multi-
me cu n obiecte si ordinea nu conteazd. Altfel spus, alegerile in care, printre cele k obiecte se
afld obiectele A si B sau obiectele B si A sunt, practic, identice.

In exemplul cu comitetul de elevi este clar metoda potriviti. Dacd in comitet alegi mai
intdi pe Ionel si apoi pe Maria ajungi la exact acelasi rezultat ca atunci cand ai fi ales-o mai
intdi pe Maria si apoi pe Ionel. Rezultd cd numarul de moduri in care poti face un comitet
de 3 elevi dintr-o clasa de 20 de elevi este:

200 18-19-20
31170 7 2.3

C3 = = 1140.

Observi cd siaicivaloarea numerica este, poate, surprinzator de mare. Asta se datoreaza
faptului ca 20! este un numar foarte mare, dar si faptului cd multimea celor 20 de elevi poate
fi fragmentatd foarte divers in submultimi de cate 3 elevi.

Tot prin combiniri poti si rispunzi si la Intrebarea pe care am pus-o la inceput: ai Cj,

!Acelasi coeficient binomial are, in materialele anglo-saxone, denumirea n choose k si notatia (2)
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moduri In care s3 alegi cei 3 prieteni invitati la spectacol. Cand calculezi, obtii 120.

O altd aplicatie imediatd a combinarilor este in calculul numarului total de extrageri
posibile laloto 6 din 49. Intrebarea este: In cdte moduri pot alege 6 numere dintr-o multime cu
497, iar raspunsul:

49! 44-45-46-47-48-49
6!-431 720

CS = = 13983816,

adica aproape 14 milioane.

Dar combinarile nu te ajutd sa raspunzi la intrebari precum:

Cdte cuvinte cu k litere pot forma dintr-un alfabet cu n litere?

Motivul este cd, de data aceasta, ordinea de alegere conteaza. Doud cuvinte care au do-
ui litere inversate sunt diferite. In roman3, de exemplu, cuvintele mare si rame sunt diferi-
te, chiar daca ele contin aceleasi litere. Dacd am fi formulat problema cu multimi de litere,
atunci multimea {m, a,r, e} si multimea {r, a, m, e} ar fi fost identice si problema se rezolva
cu combinari.

Dacd te uiti cu atentie, Insd, poti sd deduci in ce fel diferd acest caz. Cand vrei sa alegi
k obiecte dintr-o multime cu n, fiecare alegere de cate k obiecte poate sa vind in P(k) =
k! amestecuri. Din punctul de vedere al combinarilor (adica al coeficientilor binomiali),
aceste amestecuri nu conteazd — se numara doar o datd. Dar in aceastd noud problem4, a
cuvintelor, toate aceste amestecuri sunt diferite.

Obtinem astfel un nou obiect combinatorial, numit aranjamente de n luate cite k. For-
mula de calcul arata ce am discutat: sunt de k! ori mai multe decit combindrile corespun-

zatoare, tocmai ca sa nu mai ignore permutarile celor k obiecte alese.

Aranjamente
Numarul de siruri ordonate cu k simboluri care se pot forma dintr-o multime cu n sim-
boluri se noteazi A% si se numeste aranjamente de n luate cdte k.

Formula de calcul este:

n!
Ak = - = P(k) - Cf.

(n—k)
Am formulat aceasta definitie cat se poate de abstract, dar, de fapt, esenta am explicat-o

anterior. Am numit ,siruri ordonate cu simboluri” aceste alegeri, in loc de ,,cuvinte”, ca sd

avem o exprimare mai generala, dar este vorba despre acelasi fenomen.
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Asadar, diferenta Intre aranjamente si combinari este In rdspunsul la intrebarea:
Doud alegeri care folosesc aceleasi obiecte, dar diferd prin ordinea lor sunt alegeri diferite?

Dacé raspunsul este afirmativ, lucrezi cu aranjamente. Daci nu, cu combinari.

Iti ardt in continuare cum poti s folosesti permutirile, combindrile si aranjamentele
in identitdti si probleme de examen. Ca idee generala, vei vedea ca de departe combinarile
sunt cele mai utile, dar, Intr-un fel, In calculul lor ai deja incluse si permutarile si aranja-

mentele. Si, de fapt, toate se bazeazd pe factorial.

Binomul lui Newton si identitati combinatoriale

In afard de rispunsul la intrebdri precum In cdte moduri poti sd...?, combindrile sunt utile si
pentru dezvoltéri binomiale, formule de calcul algebric pe care le-ai intilnit incepand cu
gimnaziul. Este chiar motivul pentru care se numesc si coeficienti binomiali.

Un binom inseamn4 o expresie care foloseste doud nedeterminate (doud monoame, ca
sd fim mai precisi, de unde si denumirea de binom), adic de forma a+b. Stii deja s calculezi
(a £ b)*si(a + b)>. Dar de ce s& ne oprim aici?

Putem calcula inductiv (a + b)", dacd o ludm treptat. N-ai decét sd inmultesti binomul
(a = b) cu el insusi de n ori. Dar poti sd ajungi si direct la rdspuns cu o formula, descoperitd

de Isaac Newton In 1664-1665, desi cazuri particulare erau cunoscute din Antichitate.
Binomul lui Newton (Formula de dezvoltare binomiala)

n
(a+b)" =C2"b° + Cra" b + --- 4+ CILab" ! 4+ Cla'b" = Z LI,
k=0

Formula pare complicatd, dar o poti vedea la lucru deja in dezvoltarile cunoscute.

e Pentrun=1,(a+b)! =1-a+1-b,ceeacecorespundelaC) =1 = C;.

e Pentrun =2,(a+b)* =1-a*+2-a'b' +1-b% Siaidi, verifici imediat coeficientii

binomiali: CY =1,C} =2,C5 = 1.

e Pentrun=3,(a+b)> =1-a®>+3-a?b* +3-a'b?+1-b3. Calcule simple aratd, conform

asteptdrilor,c3 CY = 1,C} = C? =3siC; = 1.
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Siasa mai departe. Dar, in loc sd calculezi concret, exista o metoda vizuala pentru coe-
ficientii binomiali si, implicit, pentru dezvoltarea binomului (a + b)". Ea se numeste triun-
ghiul lui Pascal, denumit dupd matematicianul francez Blaise Pascal, care a triit in secolul
al XVII-lea. Mai multe cercetdri istorice au ardtat, Insa, ca si triunghiul acesta era cunoscut
inca din Antichitate si in afara Europei.

O sd ti-l ardt, mai intdi, in Figuradedesubt, apoi iti explic cum 1l poti alcatui si folosi.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Figura 1: Triunghiul lui Pascal, primele 8 linii
Se vede, maiintii, ci pe laturile triunghiului ai numai cifra 1. Apoi, incepind cu a treia li-

nie, fliecare numar in afara extremitatilor (egale cu 1) se obtine ca sum& a numerelor imediat

vecine de deasupra. Pe linia a treia, de exemplu, 2-ul din mijloc se obtine ca suma vecinilor
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sai de deasupra, 1 + 1. Pe linia a patra, cei doi de 3 sunt obtinuti ca sume ale vecinilor de
deasupra, 1 + 2, respectiv 2 + 1, de la stdnga la dreapta. Si asa mai departe.

Doar ca astfel de observatii sunt mai degraba proprietdti. Definitia dupa care constru-
iesti triunghiul lui Pascal se bazeaza pe coeficienti binomiali. Mai precis, pe linia corespun-
zitoarea unui n ai toti coeficientii binomiali, de la C pand la C}}, cu observatia ci primul n
permis este n = 0, unde CJ = 1, care corespunde la prima linie unde ai doar un 1in varf. Pe
linia a patra, de exemplu, (corespunzitoarelan = 3),2i CY = 1,C} =3,C? =35iC; = 1.

In consecintd, poti si folosesti liniile triunghiului lui Pascal ca si scrii dezvoltarea bino-
mului (a + b)": mergi pe linia n a triunghiului, pornind de la n = 0, iar numerele pe care le
gasesti sunt coeficientii dezvoltdrii. Mai trebuie doar sd tii minte cd acesti coeficienti, con-
form binomului lui Newton, se inmultesc cu produse de forma a®~¥ - b¥, unde puterea lui a
scade de lanla 0 siputerealuib crestedelaOlan.

De exemplu, dacd vrei si scrii direct dezvoltarea (a + b)°, mergi pe linia cu n = 5 (adici

a sasea, fiindca incepem cu n = 0), iei coeficientii (1, 5, 10, 10, 5, 1) si scrii:
(a + b)® = @’ + 5a*b + 10a®b? + 10a?b? + 5ab* + b°.

Pe baza triunghiului lui Pascal, dar si cu alte rationamente care pornesc de la definitia
coeficientilor binomiali, poti s& demonstrezi citeva identitati.

De exemplu, triunghiul lui Pascal are numerele simetrice fata de un fel de ,mediand”.
Ceea ce duce cu gandul la urmaétoarea identitate generala, care se mai numeste si formula

combindrilor complementare:

Cx =Cn k.

Iti ardtjustificarea acestei identitdti, pentru c3 este un exemplu excelent de demonstra-

tie prin explicatie. Evident ca poti demonstra direct algebric, cu formulele de calcul:

n! _ n!
kl-(n—=k)!' (m—-k! (n—m-=k)

ceea ce este evident. Dar mai memorabil este sa te gdndesti asa:

Atunci cind aleg k obiecte din n pe care vreau sd le pdstrez, este exact acelasi lucru ca si cum as
alege n — k obiecte pe care nu le vreau.

Practic, dacd ai 10 colegi si vrei sd inviti la o petrecere doar pe 4 dintre ei, poti sd-i nu-
mesti fie pe cei 4 invitati, fie pe cei 6 pe care nu ii vrei; este exact acelasi lucru. In conse-

cintd, numdrul de alegeri , pozitive” (colegii pe care i vrei) este egal cu numirul de alegeri
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yhegative” (cei pe care nu ii vrei). Ambele numere de alegeri se calculeaz cu combinirile
corespunzitoare: CX inseamni s3 alegi cele k obiecte pistrate, iar C*~* inseamni s alegi

restul de n — k obiecte pe care nu le vrei.

O altd identitate pe care o poti observa din triunghiul lui Pascal este aceasta: daca faci
suma tuturor numerelor de pe o linie (orizontald), obtii 1, 2,4, 8,16 si asa mai departe, adici

puteri ale lui 2. Mai precis, obtii 2", unde n este numérul liniei (incepand cu 0).

In termeni algebrici, asta se scrie asa:

n
Co+Ch+Ci+--+Crl+Cr=) Ck=2m
=0

O demonstratie simpld siingenioasd spune sd folosesti binomul lui Newton pentru va-
lorile a = b = 1. Atunci orice putere a lui a sau b si orice produs intre puterile lor vor fi egale

cu 1, deci din formula binomiald raman doar coeficientii, adicd combindrile. Rezulta:

n n
Q+Dr=>) ck-1mkak =3 ck=2n
k=0 k=0

Ajuta sd Intelegi aceasta identitate si prin interpretarea combinarilor conform definiti-
ei. Am vizut ci Cf inseamni numirul de submultimi cu k elemente ale unei multimi cu n
elemente, cu 0 < k < n. Asta Inseamnd cd suma tuturor combindrilor de mai sus iti aratd
numadrul total de submultimi ale unei multimi cu n elemente, inclusiv multimea vida (cu 0
elemente, pentru k = 0) si multimea insési (cu n elemente, pentru k = n). Am obtinut un

rezultat important, care meritd remarcat separat.

Multimea partilor unei multimi
Dacd A este o multime oarecare, se noteaza cu P(A) multimea tuturor submultimilor
sale (inclusiv @, inclusiv A) si se numeste multimea pdrtilor lui A.

Cum existd CK submultimi cu k elemente ale unei multimi cu n elemente, suma
combindrilor de mai sus arata c3, dacd multimea A are n elemente, atunci multimea

P(A) are 2" elemente.

Daci vrei un exemplu, ia A = {1, 2, 3}. Conform teoriei, existd 2* = 8 submultimi ale lui
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A, inclusiv multimea vidd si A insdsi. Iatd-le:

@ {1,2}
{1} {1,3}
{2} {2,3}
{3} {1,2,3}

Trucul de particularizare a lui a si b in binomul lui Newton de mai devreme il poti folosi

si pentru o identitate mai subtild. Dacdieia = 1sib = —1, obtii:

n
Q-Dr=0=) Ck-1"7k.(-Dk.
k=0
Observi ci 1'% nu conteazi in produs, dar (—1)¥ va schimba semnul combinirilor cu
k impar si numai acelora. Rezulta cd suma din membrul drept va contine combindrile cu k
par cu semnul plus si cele cu k impar cu semnul minus. Toata suma da 0, deci daca le muti

pe cele cu k impar In membrul sting, obtii:

n

n
> k= > ck

k=1, k impar k=0, k par

Probleme de numarare directa si alte exercitii

Calculul coeficientilor binomiali pe baza unor exercitii care se referd la dezvoltdri cain bino-
mul lui Newton sau la numarul de submultimi inseamnd doar un tip restrdns de probleme.
Sunt multe altele pe care le poti rezolva cu ajutorul lor, dupa ce interpretezi enuntul unei
probleme de numadrare. Alteori, poti pur si simplu sa numeri fard sa folosesti explicit per-
mutdri, aranjamente sau combinari.

Iti ariit aici cAteva exemple de exercitii rezolvate, majoritatea preluate sau adaptate din
modelele de bacalaureat. Pe unele le vom rezolva ca aplicatii ale permutarilor, aranjamen-
telor sau combindrilor, iar pe altele, direct, prin numarare in urma unui rationament.

O sd-tilas mai intai lista exercitiilor, ca sd le Incerci, iar apoi iti arat rezolvarile propuse

de mine.
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Exercitii propuse

L

Determind numadrul functiilor f : {1,2,3,4} — {1,2, 3,4} cu proprietatea f(1) = f(4).
Determina numarul funcgiilor pare f : A > A ,unde A = {-2,-1,0,1,2}.

Determind numdrul functiilor strict crescdtoare f : A — B, unde domeniul si codome-

niul sunt, respectiv, A = {1,2,3,4}siB ={1,2,3,4,5,6}.

Cate functii f : A — B strict descrescitoare sicu f(3) = 1 se pot defini, daca A = {1,2,3}
siB={1,2,3,4,5)
5 \200
Care este termenul care nu-1 contine pe x in dezvoltarea ("i/; + —) ,X > 07
p%
Care este probabilitatea ca, alegdnd o functie f : A — B,unde A ={1,2,3}siB = {4, 5,6},

aceasta sd fie injectiva?

Generalizare a problemei anterioare: Care este probabilitatea ca o functie f : A — B, cu

A ={ay,a,,...,ax} siB = {by, b,, ..., b}, sd fie injectivd? Dar surjectiva? Dar bijectiva?

. Cate diagonale are un poligon convex cu n laturi?

Citeste online la https://poligon-edu.ro/materiale/combinatorica


https://poligon-edu.ro/materiale/combinatorica

Probleme de numarare 12 Adrian Manea

Solutii la exercitii

Determind numadrul functiilor f : {1,2,3,4} — {1, 2, 3,4} cu proprietatea f(1) = f(4).

Solutie: O functie se determina fie prin enumerarea valorilor (adicd atunci cand stii ex-
plicit cét este f(x), pentru orice x din domeniul de definitie), fie prin una sau mai multe
formule generale.

Aici, pentru ci domeniul de definitie si codomeniul sunt multimi finite (si chiar mici),
cel mai usor este sd stim cit fac f(1), f(2), f(3) si f(4). Cu alte cuvinte, a defini o functie ca
in cerintd inseamna a sti imaginea sa. De aceea, problema se reformuleaza asa:

In cdte moduri pot sd asociez elementele multimii {1, 2, 3,4} cu ele insesi, dar astfel incdt 1 si 4
sd fie asociate la fel?

Daci ai inteles Intrebarea asa, e clar c¢§ devine o problem# de numirare. In loc sd ne

gandim la permutdri, combindri sau aranjamente, putem pur si simplu sd numdram:

e f(1) poate lua oricare dintre cele 4 valori, nu avem nicio restrictie asupra proprieta-

tilor functiei In afard de f(1) = f(4). Deci pentru f(1) avem 4 cazuri.
e f(2) poate lua tot oricare dintre cele 4 valori, din aceleasi motive.
e Lafelsi f(3).

e Pentru f(4) suntem obligati sd alegem aceeasi valoare ca si pentru f(1), oricare ar fi

fost aceea. Deci pentru f(4) raméane o singurd posibilitate: cea pentru f(1).

Alegerile celor patru valori sunt independente (mai putin ultima). Astainseamni cd pen-
tru fiecare dintre cele 4 alegeri ale lui f(1) avem toate cele 4 alegeri ale lui f(2) si toate cele
4 alegeri ale lui f(3).

In concluzie, numdrul total al posibilititilor se obtine prin inmultirea numerelor de ale-

geri:4-4-4-1=4=64.

Determind numadrul functiilor pare f : A - A,unde A = {-2,-1,0,1,2}.

Solutie: O functie para are proprietatea ca f(—x) = f(x), pentru orice x din domeniul de
definitie. Asta Inseamnad ca alegerile vor fi limitate: cand alegi valoarea lui f(x), automat ai
ales aceeasi valoare si pentru f(—x).

Pentru problema de fatd, asta Inseamna ca:
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e f(—2)poatefialesin 5 moduri (oricare dintre elementele multimii A), fiindci nu avem

vreo restrictie.

f(=1)lafel.

f(0)1a fel.

f(1) este obligatoriu egal cu f(—1), deci avem o singura posibilitate.

La fel si f(—2), care trebuie s fie egal cu f(2).

Pentru f(-2), f(—1) si f(0), alegerile sunt independente, deci rdspunsul se obtine din
nou caprodus: 5-5-5-1-1=5%=125.

Determind numadrul functiilor strict crescdtoare f : A — B,unde A = {1,2,3,4}siB =
{1,2,3,4,5,6}.

Solutie: Te poti gandi, In prima fazd, la definitia functiilor strict crescitoare. Ea spune
cd, daca x < y din domeniul de definitie, atunci f(x) < f(y) din codomeniu. Se mai spune
cd functiile strict crescatoare pastreazd ordinea, pentru cd ordinea numerelor din domeniu
este aceeasi cu ordinea imaginilor lor in codomeniu.

Pentru problema de fatd, deoarece 1 < 2 < 3 < 4, rezulta cd f(1) < f(2) < f(3) < f(4).
Poti sd pornesti de aici, dar te mai poti gandi asa: practic, ai de creat un sir crescator de
numere din multimea B (corespunzitoare valorilor f(1), f(2), f(3), f(4), In aceastd ordine).
Atunci e mai usor sd pornim de aici si reformuldm problema:

In cdte moduri poti crea un sir (strict) crescitor de 4 numere din multimea B?

Raspunsul la aceastd intrebare este, de fapt, rdspunsul problemei, pentru cd, dupé ce ai
creat sirul respectiv, 1l ordonezi si asociezi: cea mai micd valoare este f(1), urmatoarea este
f(2), urmdtoarea, f(3) si urmdtoarea, f(4).

Asa ci rispunsul este pur si simplu Cg, adicd num&rul submultimilor cu 4 elemente ale
unei multimi (B) cu 6 elemente. Cele 4 elemente alcituiesc imaginea functiei.

Uite, de exemplu: sd zicem cd ai ales submultimea {2, 6, 4, 3}. Este o alegere validd, pen-
tru ca o sortezi: {2,3,4,6} si acum pui f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 4si f(4) = 6. Rezultd ca
orice astfel de alegere va fi bunj, deci numirul total, C¢ = 15 este cel corect.

Alternativ, dacd folosesti formula combinérilor complementare, poti sa spui cd, in loc
sa alegi cele 4 elemente ale imaginii functiei, le alegi pe cele 2 care nu vor fi valori pentru

f(x € A) siobtii CZ, care, desigur, este egal cu Cg, adicd 15.
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Mai adaug cd un avantaj al folosirii combindrilor in aceastd problema este acela c3, fiind
definite de submultimi, nu permit valori repetate. O functie poate si repete valori, am vazut
asta In exercitiile anterioare. Dar dacd avem nevoie de monotonie strictd, atunci valorile
trebuie sd fie distincte. Ceea ce corespunde perfect oricérei (sub)multimi: un element nu

poate aparea de doud ori.

Catefunctii f : A — Bstrictdescrescdtoaresicu f(3) = 1 se potdefini,daca A = {1, 2,3}
siB={1,2,3,4,5)?

Solutie: Functiile strict descrescdtoare inverseazd ordinea. Deci, fiindcd 1 < 2 < 3, re-
zultad ca f(1) > f(2) > f(3), adicd f(3) este minimul dintre cele trei valori alese. Dar asta nu
e nicio problema, pentru cd ipoteza impune f(3) = 1, care este oricum cea mai micd valoare
din multimea B.

Asa cd ne raméne doar sd definim f(1) si f(2), ambele (automat) mai mari decat f(3).
Mai trebuie si sd fie diferite intre ele. Deci avem de ales doar doud valori din multimea B, cu
conditia sa fie diferite Iintre ele si diferite de 1.

Rezultd cd putem raspunde ca in problema anterioara: numaram submultimile cu doud
elemente ale unei multimi cu 4 elemente (anume B \ {1}) si, cAnd alegem o astfel de sub-
multime, punem f(1) ca fiind valoarea cea mai mare si f(2) pe cealalta.

De exemplu, daca am ales {3, 5}, functia va fi: f(1) = 5, f(2) = 3si f(3) = 1. Este
descrescdtoare si verificd ipoteza.

Concluzia este c§ numirul total de astfel de functii este C7 = 6.

200
Care este termenul care nu-1 contine pe x in dezvoltarea (3{/; + —> ,x > 07
x

Solutie: De data asta, e o problema In care avem nevoie de binomul lui Newton. Pentru
binomul de fata:
200 200 k
(W"‘ i) = Z Cécoov;czoo_k (i> .
Vx k=0 Vx
Termenul care nu-1 contine pe x inseamnd cd 1l contine la puterea 0, care se poate obtine,
pentru ci ambii sumanzi din binom pot fi scrisi cu baza x. Mai precis, {/x = xg si 2
X

1
2x" z. Rezulta ca putem face Inmultirea:

200-k 2 k 200—-k _k 200-k _k
W . = 3 .zk-x 2=2k-x 3 2,

NE:
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Dacd ne intereseazd termenul care-1 contine pe x° inseamn3 c3 trebuie s3 avem:

_gzwzo:mmsk:o:k:so.

200 — k
3

280

Asadar, termenul respectiv este C50,2% si, pentru i suma incepe la k = 0, Inseamn3 c3

este al 81-lea din suma3.

Suma coeficientilor binomiali din dezvoltarea (2x? — 5y)" este 32. Care este al patrulea
termen?

Solutie: Aici trebuie, mai Intai, sa fie clard o chestiune de terminologie. Coeficientii sunt
cei care contin combindri. Chiar daci primul termen al binomului este 2x?, nu spunem ci 2
este un coeficient. In ansamblu, coeficient binomial inseamn3 termen de forma C¥.

Apoi, in orice dezvoltare a unui binom, conform lui Newton, avem toate combindrile de

forma CK, dela k = 0 si pAni la k = n. Deci ce spune ipoteza este ci:

n

D, Chk=32.
k=0
Dar stim ca suma combindrilor este 2", dintr-o identitate demonstratd anterior. Deci 2" =
32,deunden = 5.
In fine, al patrulea termen este cel care contine k = 3, pentru cd primul are k = 0. Mai
precis, este:

C3(2x2) 7> (=59 =10 - 4 x* - (=125)y = —5000x*y3.

Care este probabilitatea ca, alegdnd o functie f : A — B,undeA ={1,2,3}siB = {4, 5,6},
aceasta si fie injectiva?

Solutie: Aici sunt mai multe lucruri de inteles. Pentru inceput, existd un rezultat care
spune ca orice functie monoton3 este injectivd. Cu alte cuvinte, daca ne asigurdm cd avem
o functie monotoni (fie ea crescétoare sau descrescitoare), stim sigur ci este injectivd. Nu-
mai ci problema cere ca functia sé fie injectivi si asta nu implic obligatoriu monotonia (te
poti gandi la un contraexemplu?).

Apoi, un alt rezultat usor de vazut este acesta:
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Functii injective definite pe multimi finite
Dacd A este o multime finitd, atunci f : A — A este o functie injectivd dacd si numai
daca este surjectivd daca si numai dacd este bijectiva.

Cu alte cuvinte, este suficient sd verifici oricare dintre cele trei proprietati (injecti-

vitate, surjectivitate, bijectivitate) si rezultd automat si celelalte dous.

Justificarea e usor de vazut, micar intuitiv: o functie injectivd este una care nu repeta
valorile, deci daca x # y, rezultd f(x) # f(y). Astainseamna ca toate elementele din imagi-
ne vor fi diferite si, cum ai de definit #4 = card(A) valori, inseamna ca vor fi toate elemente
lui A In imagine. Deci este si surjectiva.

Revenind la problema, Inseamna ca trebuie sd alegem o functie bijectiva, de exemplu.
Dar o functie bijectiva definitd pe o multime cu 3 elemente este o permutare de 3 elemente,
deci avem in total P(3) = 3! = 6 cazuri favorabile de functii bijective.

Cat priveste cazurile posibile, fiecare dintre valorile f(1), f(2) si f(3) pot lua oricare din-
tre cele trei valori din codomeniu, fara restrictie, fiindca ne intrebam despre toate functiile.
Alegerile sunt si independente, deci cazurile posibile sunt in numér de 3* = 27.

2

.- 6
Ceea ce ne duce la probabilitatea p = 7 =9 = 22%.

Generalizare a problemei anterioare: Care este probabilitatea ca o functie f : A — B, cu
A ={ay,a,,...,a;}siB = {by, b, ..., b;}, sd fie injectivd? Dar surjectiva? Dar bijectiva?

Solutie: S3 lamurim mai Intai cazurile posibile, fiindcd sunt comune in toate cele trei
rdspunsuri care se cer. #4 = k si #B = t. A defini o functie f : A = Binseamnd si asociem
fieciruia dintre cele k elemente ale lui A cite un singur element din cele ¢ ale lui B. Mai mult,
alegerile sunt independente, dar alta restrictie nu avem. Deci numarul total de functii este
t*. Este si motivul pentru care uneori multimea functiilor f : A — B se mai noteaz3 BA.

Apoi, pentru functii injective: rezultatele de care am discutat in problema anterioara nu
ne ajutd, pentru cd, in general, A # B, chiar dacd ambele sunt multimi finite. In orice caz, pu-
tem folosidefinitia: o functieinjectivd nurepeta valori, decifiecare dintre f(a,), f(a,), ..., f(ax)
trebuie sa fie diferite si se afld printre by, b,, ..., b;.

Rezultd o conditie esentiala: problema nu are solutie (adicd nu putem defini o functie
injectiva) decit dacd k < t. Altfel, nu putem avea valori diferite: dacd, de exemplu, k = 5si

t = 3, nu putem asocia 5 numere diferite din doar 3 posibilitdti.
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Asadar, cuipotezak < t, este acum usor de vazut: nu avem decat sd alegem k obiecte din
cele t si sd le punem intr-o multime. Astfel, ne asiguram ca sunt diferite, fiindca o multime
nu permite repetitii. Rezultd ca o reformulare a intrebarii este:

In cate moduri putem forma submultimi cu k elemente dintr-o multime cu t elemente?

Rispunsul este cunoscut: CF. Acesta este numirul de functii injective. Probabilitatea

ck

cerutd, atunci, este p; = T

Pentru functii surjective, avem nevoie sd se acopere intreg codomeniul. Deci cele k va-
lori din imaginea functiei (f(a;), ..., f(ay)) trebuie si epuizeze multimea B = {by, ..., b;}.
Rezulta imediat si aici o conditie esentiald: k > ¢.

Acum, pentru numdrul functiilor surjective, ai putea fi tentat s3 spui cd sunt Cj, pentru
cd ai de definit ¢ valori, anume imaginile elementelor din A. Numai cd e mult mai complicat
decat atat. Daca k > t, atunci functia f : A — B nu va fi injectiva, deci va avea valori
repetate, in numar de k — t. Dar care sunt cele repetate conteaza.

Iatd un exemplu: k = 5,t = 3,decisdluam A = {1, 2, 3,4, 5} si B = {1, 2, 3}. Sd spunem cd
definesti o functie astfel incat f(1), f(2) si f(3) acopera pe B (de exemplu, f(1) = 3, f(2) =2
si f(3) = 1). Dar apoi mai ai de definit f(4) si f(5), care vor repeta elementele lui B, evident.
Insd dacd pui f(4) = f(5) = 1sau f(4) = 1si f(5) = 2 obtii functii diferite. Deci trebuie
numadrate cu maxima atentie.

Ce preludm din acest exemplu simplu este faptul ca putem da deoparte ¢ elemente pe
care functia f s nu le repete (cum am avut aici pe primele 3) si apoi, cele k — t care vor avea
valori repetate.

Cu alte cuvinte, dacd te gandesti la restrictia lui f pe o submultime a lui A care contine
doart elemente, o faci bijectivd, deci ai t! posibilitdti de a o defini. Dar valorile care se repetd
apoi, cele k—t, pot fi alese Intr-un numar foarte mare de moduri. Sinu doar atat, ci numadrul
respectiv este unul care se calculeazd greu in general. Se numeste numdarul de partitii Stirling
sisenoteaza, in cazul nostru, S(k, t), adicd numarul de partitii cu t elemente ale unei multimi
cu k elemente.

Valorile sunt, de obicei, tabelate, pentru cd au o formuld complicati de calcul, iar discu-

tia mai aménuntitd depaseste scopurile acestui material (si programei de liceu, de altfel):

L

Sk, ) = =

t
> (=Ditclin,
i=0

Revenind laintrebare, numarul de functii surjective de pe o multime cu k elemente catre

o multime cu ¢ elemente (cu k > ¢t obligatoriu) este ¢! - S(k, t). Raspunsul ca probabilitate
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. t!- Sk, t)
este, atunci: pg = —

In fine, pentru functii bijective, este necesar k = ¢ si atunci este vorba despre permutéri
ale unei multimi cu k = t elemente.

!
Deci numadrul de functii bijective este P(k) = P(t) = k! = t!,iar ca probabilitate, p;, = %

Cate diagonale are un poligon convex cu n laturi?

Solutie: Te poti gandi in doud moduri. Mai intdi, o diagonald este definitd de doud var-
turi, dar care nu sunt consecutive, fiindca altfel este latura. Ai n laturi, deci si n varfuri in
poligon. Numdrul de moduri In care poti alege 2 dintre ele (capetele diagonalei) este C3.
Numai c3 aici nu am prevazut si situatia cdnd sunt laturi, fiindca varfurile alese pot fi con-

secutive. Deci din C; scidem numirul laturilor si obtinem:

n! n(n—3)

2 _ -
G = T T 2

O altd solutie este s3 te gdndesti, concret, cum formezi o diagonald, ca algoritm: unesti
fiecare dintre cele n varfuri cu oricare alt varf, mai putin cu: el insusi, varful anterior si varful
urmator. Deci pentru fiecare dintre cele n varfuri ai de trasat n — 3 segmente. Doar ca astfel
ai numadrat diagonalele de cdte doud ori: o datd cand a fost trasatd dintr-un varf si din nou

n(n — 3)

cand ai ajuns la varful celalalt. Asadar, raspunsul este jumatate din cat ai calculat: —
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