Ecuatia dreptei

Adrian Manea

Introducere

Dreapta este un obiect matematic atat de simplu, incét nici nu are definitie. O Intelegi in-
tuitiv si geometric mai Intai, iar apoi, prin ecuatii algebrice.

Dacd punctul marcheazd un loc, dar fira posibilitatea de miscare, dreapta este pasul
imediat urmdtor, prin care un punct se deplaseazd intr-o directie. De aceea, dreapta este
un obiect unu-dimensional, fiindca permite o singurd informatie: directia de deplasare a unui
punct. Sau, fiindca are lungime infinitd, poti sd-i spui directia pe care se afla trei, patru, cinci
sau o infinitate de puncte coliniare.

Cand ai doar doud puncte, esti sigur cd ai si o dreaptd: cea care le uneste. Dreapta este
cea mai scurtd cale intre orice doud puncte din plan, de fapt. Cand ai mai multe puncte, Insé,
trebuie verificdri suplimentare, cum o sa-ti arat imediat.

Dar dreapta Inseamnd mult mai mult decit imaginea geometrica a celei mai simple li-
nii. Este si un obiect algebric, care modeleazd o ecuatie de gradul intai. Atat de stransd este
legétura intre cele doud, incit in general, o expresie de gradul int4i, adicd una care nu folo-
seste ridicdri la patrat sau alte puteri, se numeste liniard, caci este reprezentatd geometric
de o linie (dreapts).

Aici este una dintre cele maiimportante legaturi: functiile de gradul intdi si dreptele in plan
sunt unul si acelasi lucru. Cand te gdndestila o corespondentd de tipul f(x) = 3x—1, automat
ai descris si dreapta de ecuatie y = 3x — 1. Dreapta, ca obiect geometric, este reprezentarea
graficd a functiei, iar coordonatele (x, y) ale punctelor de pe dreaptad se afld in relatia datd

de functie, y = f(x).
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Legdtura aceasta adauga o componentd vizuala ecuatiilor abstracte. Reciproc, dintr-o
imagine geometrica poti sa extragi ecuatii cu care sa lucrezi algebric, prin calcule. Proprie-
tdti geometrice precum paralelismul, perpendicularitatea, unghiul dintre doua drepte sau
distanta dintre ele au verificari prin calcul. Nu mai trebuie sd ti se para sau sa folosesti ra-
portorul ca si verifici ci doud drepte sunt paralele sau c3 un unghi anume chiar are masura

de 90° sau 180°; faci un calcul rapid si te convingi.

Coeficientii si interpretarile lor

In ecuatia unei drepte (sau In expresia unei functii de gradul intéi) Intilnesti doi coeficienti:
unul se inmulteste cu variabila x, iar celalalt se adund la rezultat.

O dreapta de forma y = 3x + 1, descrisd de functia cu aceeasi expresie se poate intelege
ca o procedurd care primeste numere reale ca date de intrare si le prelucreaza pe toate la fel:
le inmulteste cu 3 si la rezultat adaugd 1. Primesti x = 1, obtiiy = 4, primesti x = —1,5,
obtii y = —3, 5 si asa mai departe, iar in loc de y poti sa scrii f(x) si inseamna acelasi lucru.

Cand vorbesti despre acelasi tip de expresie, dar ganditd ca o dreaptd, de ecuatie stan-
dard y = ax + b, a si b au nume care le aratd interpretdrile geometrice: a se numeste pantd
(sau fnclinare), iar b se numeste ordonatd la origine. Denumirile o s3 le intelegi foarte bi-
ne de Indatd ce facem reprezentarea in plan. Cum orice doud puncte distincte determina
o dreaptd unicd, nu ai decat sd le unesti. Deci este suficient sa poti calcula coordonatele a

doud puncte si, unindu-le, apoi prelungind, obtii intreaga dreapta.

Iatd un exemplu: dreapta de ecuatie y = x + 3.

Punctele de pe graficul ei au coordonatele (x, y), deci alegi doud valori pentru x, calculezi
valorile corespunzatoare pentru y si gata.

Sdzicem x = 1,deciy =143 =4six = —2,deciy = —2 + 3 = 1. Am obtinut punctele

A(1,4) si B(—2,1), prin care trece dreapta cautata. Reprezentarea graficd aratd cain Figura

Chiar daca poti sd folosesti orice doud puncte vrei pentru reprezentarea unei drepte,
sunt doud care au o semnificatie aparte si, de multe ori, oricum ai nevoie de ele in studiul
dreptei. Asa ci le poti folosi de la inceput si in reprezentare. Este vorba despre punctele de
intersectie cu axele de coordonate, Ox si Oy.

Ca sd le calculezi, ajuti sd te gindesti cé axa orizontald (Ox sau axa absciselor) aratd
latimea, deplasarea laterala fatd de origine, adica dacd punctul este la dreapta sau la stdnga

lui zero. Similar, axa verticald (Oy sau axa ordonatelor) aratd deplasarea pe iniltime fata de
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Figura 1: Dreapta de ecuatie y = x + 3, trasata prin doua puncte

origine, adicd daca punctul curent este mai sus sau mai jos fatd de zero.

Vazute asa lucrurile, intersectia cu axa Ox inseamna inaltime zero (,,la parter”), iar in-
tersectia cu axa Oy inseamn3 1time zero (,,in centru”). In consecintd, punctul de intersectie
cu axa Ox vafideforma P(xp,0), iar punctul de intersectie cu axa Oy va fi de forma Q(0, y o).
Calculul coordonatelor lipsd se obtine imediat, din ecuatia dreptei, care da legdtura intre
perechile de coordonate (x, y) pentru orice doud puncte.

Spre exemplu, pentru dreapta desenatd anterior, de ecuatie y = x + 3, gdsim imediat:

e Pentru punctul P,0 = xp + 3 = xp = —3, deci P(-3,0);

e Pentrupunctul Q,yo =0+ 3= yg = 3, deci Q(0, 3).

Putem completa desenul cu ele, in Figura[2] iar punctele anterioare, A si B, devin doud
puncte oarecare, fard vreo importanta anume.

E clar acum de ce termenul liber din ecuatia dreptei se numeste ordonatd la origine. Pen-
tru dreapta y = ax + b, punctul de coordonate Q(0, b) este intersectia cu axa ordonatelor.

Ca sa Intelegi si mai bine interpretarile geometrice ale pantei si ordonatei la origine,
ajutd sa le izolezi. Cu alte cuvinte, sa te gandesti la o dreaptd care contine doar pe unul
dintre ei (celilalt fiind egal cu 0) si astfel, sd vezi ce se intdmpld cAnd se schimb4 cel rdmas.

Uité-te la reprezentarea din Figura[3] unde dreaptay = ax + b are b = 0, adici ecuatia

este doar y = ax si am reprezentat pentru citeva valori ale lui a.
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A(1,4)

Q(0,3)

B(=2,1)

/" P(-3,0) O *

Figura 2: Dreapta de ecuatie y = x + 3, trasata prin doua puncte A si B, cu intersectiile cu axele
marcate suplimentar

Figura 3: Reprezentarea grafica a mai multor drepte de forma y = ax

Poti sd desenezi fiecare dreaptd prin cite doud puncte care se gisesc pe ea. Dacd In-
cerci sa calculezi intersectiile cu axele, vei gdsi cd toate dreptele trec prin origine, deci contin
punctul O(0,0). Asa cd e mai util sd iei cate doud puncte cu coordonate de valori aleatorii,
dar bine alese Incat si-ti fie calculele cat mai usoare.

De exemplu, cele pe care le-am marcat pe desen:

e Pentrudreapta y = 2x, am luat (1, 2) si (-1, —2);
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e Pentrudreapta y = 3x, am ales punctele (1, 3) si (-1, —3);
e Pentruy = —%x, am luat (2, —1) si (-2, 1);
o Infine, pentruy = —3x, am calculat (-1, 3) si (1, -3).

Se vede, deci, ci rolul coeficientului a este si roteasci dreapta in jurul originii. De fapt,
a roteste dreapta in jurul punctului de intersectie cu axa OXx, care s-a Intdmplat sd fie origi-
nea cand b = 0. Ca si te convingi, reprezinti grafic aceleasi patru drepte din Figura[3] dar
foloseste b = 1.

Rolul lui b e mai simplu de vazut. Punem a = 0 si dreapta devine y = b. Altfel spus,
indiferent de valoarea lui x, punctele de pe dreaptd vor avea acelasi y. Cateva reprezentdri
gisesti in Figura[4} unde fiecare dreapt3 a fost desenatd prin cite doud puncte de pe ea, dar

nu le-am mai reprezentat, ca sd nu incarc figura.

y
b=2
b=1
X
0
b=-—1
b=-3

Figura 4: Reprezentarea grafica a mai multor drepte deformay =b

E clar de aici ca o dreaptd cu a = 0 este orizontala. Lucrul acesta se leaga si de interpre-
tarealuia cainclinare a dreptei, deci era de asteptat. Functia corespunzitoare este f(x) = b,
care este o functie constantd, pentru ca, indiferent de valoarea lui x, f(x) este mereu b.

Rolul lui b, asa cum se vede din figura, este sd mute dreapta in lungul axei Oy, adicd
mai sus sau mai jos. Si acest lucru era de asteptat, fiindcd punctul de coordonate (0, b) da
intersectia dintre dreapta si axa Oy, iar acest punct se va afla mereu pe axa verticala. Deci

orice modificare a lui b deplaseazd punctul doar pe aceasta axa.
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Transformari geometrice prin coeficienti
Dacad pui cap la cap interpretdrile celor doi coeficienti, a si b, poti sd intelegi cum
functioneazd doua transformari geometrice simple: rotatia si translatia pe verticald. Sa

zicem cd pornesti cu o dreaptd oarecare, de ecuatie y = ax + b.

e Cu citvaloarea lui a este mai mare, cu atit dreapta este mai ,abruptd la urcare
spre dreapta”, adici face un unghi mai mare cu axa Ox, insd unghiul este mereu
ascutit. Cand a este negativ, cu cat valoarea lui absolutd este mai mare, cu atat
dreapta este mai ,,abrupta la stanga”, cu un unghi fata de axa Ox din ce In ce mai

mic, insd mereu obtuz.

o Candvaloarealuib creste, dreapta seridicd, adica se muta paralel mai sus. Cand
valoarea lui b scade, dreapta coboara. Asta pentru ca b controleaza punctul de

intersectie cu axa Oy, deci variatii ale lui b influenteaza aceastd valoare.

Poti sa vizualizezi aceste transformari si consecinte ale modificdrilor coeficientilor

in Figurile(3(si

Panta dreptei

Inclinarea unei drepte poate fi m3suratd precis. In afard de faptul c3 este descrisi de o anu-
mita valoare a lui a In ecuatia dreptei, care este o interpretare algebricd, exista si o metoda
geometricd de a o gasi.

Sd ne uitdm, pentru inceput, la un caz foarte simplu: cel cdinda = 1sib = 0, adicd
dreapta este y = x, care se mai numeste si prima bisectoare (dacd nu e clar de ce, te vei lamuri
imediat). Desenul este in Figura|5}

Dac4 iei orice punct P(xp, yp) de pe dreaptd, el va avea coordonatele xp = yp. Asta in-
seamn3 ca orice astfel de punct conduce la un triunghi dreptunghicisoscel, in care ipotenu-
za este dreapta noastrd. Rezultd imediat cd unghiul pe care il face dreapta cu axa Ox, pe care
l-amnotatain Figura este de 45°. Tnsd tg (45°) = 1, care este chiar valoarea coeficientului
a. Sé fie o coincidenta?

Nu, intdmplarea are loc In general: valoarea lui a, adicd panta dreptei, este egala cu tan-
genta unghiului pe care il face dreapta cu axa Ox. Chiar si cand nu trece prin origine, chiar

si cand unghiul este obtuz, relatia riméne adevdrata.
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Figura 5: Dreapta y = x, numita si prima bisectoare

Te poti convinge tot cu ajutorul unor triunghiuri dreptunghice, construite potrivit.

De exemplu, in Figura[6|am reprezentat cateva drepte:

dy:y=2x-1

dy: y= —%x +1

Pentru fiecare dintre ele, poti sd construiesti cate un triunghi dreptunghic cu varful in
punctul de intersectie a dreptei cu axa Ox. Cu metoda explicatd anterior, obtii imediat
A(=2,0), B (% o), 5iC(2,0).

Apoi, mai alegi cite un punct pe grafic, ca sa poti construi triunghiurile. De exemplu,
A'(=1,1),B'(2,3) si C'(0,1). Formezi triunghiuri dreptunghice daca duci paralele la axele de
coordonate din aceste puncte, mai putin in cazul d;, unde s-a Intamplat ca punctele alese
sa fie chiar intersectiile cu axele de coordonate.

Infine, cel de-al treilea punct pentru formarea fiecirui triunghi il iei prin proiectia punc-
telor anterioare pe axa Ox. Adica A”(—1,0), B”(2,0) si C"'(0,0) = O.

Acum, perind, in cele trei triunghiuri dreptunghice, vom calcula tangentele unghiurilor
pe care le fac dreptele corespunzitoare cu axa Ox, cu ajutorul lungimilor catetelor pe care

le-am delimitat.

N AIA//

e In AAA/AI,,tg(OC) = W = 1,
N BIBH

e In ABB/B”,tg(ﬁ) = W =2;
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Y

x
. . ’ / B B\

Figura 6: Calculul pantelor unor drepte cu triunghiuri dreptunghice

e In ACC’C”, unghiul care ne intereseazi este y si este un unghi obtuz. Ins§ vom pu-

tea calcula tangenta suplementului sdu, unghiul ascutit al triunghiului pe care l-am
.s o oA s c'o 1 .
construit. Il notdm cuc = C’B”0 si avem tg(c) = 0B~ 3 Acum, cu formula trigo-

nometrica tg(c) = —tg(180° — ¢) = —tg(y), rezulta tg(y) = —%.

In concluzie, cum am anuntat, pantele dreptelor corespund tangentelor unghiurilor pe
care le facreprezentarile grafice cu axa Ox. Aceste unghiuri se médsoard in sens invers acelor

de ceasornic (numit si sens trigonometric sau direct), astfel incit uneori pot fi obtuze.

Panta unei sosele

Dacd intelegi asa panta, anume prin tangenta unui unghi in triunghiul dreptun-
ghic unde dreapta este ipotenuzd, e usor de interpretat si inclinarea data ca procent,
cum vezi in semne de circulatie (precum cel din Figura.

O inclinare de 10%, de exemplu, Inseamna ca, pentru fiecare 100 de metri parcursi
pe ipotenuz4, ai urcat 10 metri (fatd de orizontald). In legiturd cu ecuatia dreptei, in-
seamnad cd ipotenuza, adica drumul inclinat pe care urci, face parte dintr-o dreaptd cu

panta de 10% = 0,1, adicd are o ecuatie de forma y = 0,1x + b cu b necunoscut.
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Figura 7: Semn de circulatie care arata o inclinare de 10%

Paralelism si perpendicularitate

Tot prin interpretarea pantei ca inclinare rezultd imediat o proprietate utila.

Conditia de paralelism al doua drepte

Doud drepte sunt paralele dacd si numai dacd au aceeasi pantd.

Altfel spus, dreptele:
dl . y = alx + bl

dz:y:a2x+b2

sunt paralele dacd si numai dacd a; = a,. Pentru sigurantd, merita addugata si conditia
by # b,, pentru ca altfel, dreptele coincid si, cel mai probabil, e un caz care nu ne intereseaza.

Pentru conditia de perpendicularitate, avem un pic mai mult de lucrat. Pornim tot cu
dreptele d, sid, cu ecuatiile generale de mai sus, dar construim sistemul de coordonate xOy
astfel Incat originea sd fie chiar in punctul lor de intersectie. Asta o sd simplifice calculele
si oricum, sistemul de coordonate nu este universal fixat. (Echivalent, te poti gandi cd nu
lucram cu dreptele initiale, ci cu altele doud, paralele cu acelea, care se intersecteaza fix in
O. Din conditia de paralelism, rezulta cd cele doud noi drepte vor avea aceleasi pante cu d;
sid,, iar asta e tot ce ne intereseaz3.)

Tatd, deci, o configuratie in Figura|8}]

Panta dreptei d; este tg(a) = a,, iar panta dreptei d, este tg(180° — ) = —tg(B) = a,.

Acum, daci dreptele sunt perpendiculare, atunci o + 8 = 90°, deci tg(a) = tg(90° — B).
Aici avem nevoie de o formula trigonometrica binecunoscuti. Cum intr-un triunghi drept-
unghic sinusul unui unghi ascutit este egal cu cosinusul celuilalt unghi ascutit (comple-

mentarul siu), rezultd cd tangenta unui unghi este inversa tangentei complementarului.
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dy

Figura 8: Drepte perpendiculare, cu punctul de intersectie in O

Altfel spus:
1

8 = cro = Ay

pentru orice unghi ascutit A. Dar dacd in loc de unghiul A oarecare folosim unghiul a care

ne intereseazd, obtinem:

@)= = =
tg(90° —a) tg(B)  tg(180° —p)’
. o o -1 .
iar daci trecem la pante, rezultd a; = — - caresemaiscriesia, - a; = -1.

2
Am obtinut ce cdutam.

Conditia de perpendicularitate a doua drepte

Dacd doud drepte sunt perpendiculare, atunci produsul pantelor lor este egal cu -1.

Ecuatia dreptei prin doua puncte

Pana acum, exemplele pe carele-am dat porneau cu ecuatii ale dreptelor, pe care puteam lua
oricate puncte — aleatoriu, convenabil sau punctele de intersectie cu axele de coordonate.
Acum ne gindim la problema inversa. Prin orice doud puncte trece o dreaptd unica.

Cum 1i gdsim ecuatia? Problema se mai numeste ecuatia dreptei prin tdieturi, iar unele ma-

10
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teriale o calculeazi direct printr-o formuld. Ins§ ecuatia e foarte usor de dedus, pe baza
intelegerii celor doi coeficienti, a si b, cum i-am notat pand acum.

Iatd un exemplu concret. Vrei sa afli ecuatia dreptei care contine punctele A(—1,2) si
B(3,—1). Esti, asadar, in cautarea coeficientilor a si b din ecuatia y = ax + b, astfel incat cele
doua puncte si fie pe aceastd dreapta.

Cum ecuatia dreptei dd legdtura Intre perechile de coordonate (x, y) pentru orice punct
care se gdseste pe dreapta respectivd, inseamna ca si punctele A si B au coordonatele care
respectd ecuatia dreptei cdutate. Altfel spus,y4 = a-x4 + b (undexy = —1siy, = 2) si

similar pentru punctul B. Rezulta doud ecuatii cu doud necunoscute:

pentrupunctulA:2=—1~a+b:a_ 3 p S
pentrupunctulB: —1=3-a+b 4 4

. . v 3 5
deci dreapta ciutatd este y = —zx+ 7

Cu aceastd metoda poti sd calculezi ecuatia oricdrei drepte prin doud puncte, fard sa
folosesti formule complicate, ci doar definitiile: cum se scrie in general ecuatia dreptei si ce

inseamn3 cd un punct cu coordonate cunoscute se afla pe o dreapta.

Lungimea unui segment de dreapta

Daci te intereseazid mai degraba segmentul de dreapta dintre doud puncte, nu dreapta in-
treagd, sivreisd afli lungimea acestui segment, ai o metodd simpld, pentru care trebuie sd-ti
amintesti doar teorema lui Pitagora.

Dar inainte sa poti calcula pentru un segment oarecare, ajutd sa iIncepem cu doua cazuri
mai simple: cAnd segmentele sunt orizontale sau verticale.

De exemplu, un segment vertical este descris de puncte care au aceeasi coordonata x,
pentru cd ele se afld la aceeasi ,ldtime” (masurata pe axa orizontald), dar la , indltimi” dife-
rite (masurate pe axa verticald). Deci punctele aratd de forma A(x 4, y4) si B(X 4, yp). Lungi-
mea segmentului [AB] este, atunci, diferenta celor doud coordonate verticale si, pentru cd
nu stim care dintre ele este mai mare, In general, vom folosi modulul. Deci AB = |y4 — yp|.

Casdfie simaiclar, te poti gdndi cd punctele se afld direct pe axa Oy, deci x4 = 0. Asadar,
segmentul [AB] devine o portiune din axa Oy, de lungime [y, — yp|.

Similar, pentru segmente orizontale, determinate de puncte care au aceeasi coordonata

¥, fiindcd se afld 1a aceeasi ,inaltime”: A(x4,y4) siB(xp,y4). Lungimea este AB = |x4 — xp|.

11
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Din nou poti particulariza pentru y, = 0, caz in care segmentul [AB] devine o portiune din
axa Ox.

Acum pentru cazul general, cind segmentul este oblic. Iti explic pe un exemplu, aceleasi
doua puncte pe care le-am mai folosit: A(—1, 2) si B(3, —1). Vreilungimea segmentului [AB]
sau distanta dintre cele doud puncte.

Este suficient sa le reprezinti intr-un sistem de coordonate si sa construiesti un triunghi

dreptunghic in care [AB] si fie ipotenuz4. Vezi Figura[9

B
Figura 9: Distanta dintre doua puncte cu teorema lui Pitagora

Am format triunghiul dreptunghic AABC, in care ipotenuza este AB, iar catetele sunt
una orizontala si una verticald. Deci stim sd le calculam lungimile, pe baza cazurilor parti-
culare discutate putin mai sus. Sd mai adaug cd stim si coordonatele lui C, din modul in care

a fost obtinut: C(—1, —1), fiindca se afld pe aceeasi verticala cu A si pe aceeasi orizontald cu
B.

Acum:
AC=|ya—ycl=12-(-1|=3
BC = |xgp—xc|=13-(=1)| =4
Cu teorema lui Pitagora, rezultd AB = /32 + 42 = 5.

Poti reface oricand aceasta metoda, fard sa tii minte vreo formula suplimentara. Dacd

vrei, totusi, sa aplici o formuld directa, poti reduce calculele de mai sus la:

AB = \/(XA —xg)*+ (a —yp)%

unde nu am mai pus modulul, pentru c4, prin ridicare la patrat, semnul oricum devine ire-

levant.

12
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Supliment: Calcule si figuri geometrice

Legatura dintre algebra si geometrie ajutd foarte mult ca sd vezi acelasi obiect din mai multe
unghiuri. In istoria matematicii, aceasts legdturi a venit foarte tirziu. Geometria, cu ori-
ginile in Grecia antica — ne gandim la Pitagora, Euclid, Arhimede, Thales si altii —, a fost
tratatd drept disciplind diferitd de algebrd pina tocmai in secolul al XVII-lea. De fapt, ge-
ometria nici micar nu se prea ocupa cu masuratori si calcule. Sunt celebre problemele lui
Euclid si ale contemporanilor care se rezolvau prin constructii cu rigla (negradati!) si com-
pasul. Lungimea unui segment era irelevanta: il luai in deschizatura compasului si-1 mutai
sau il comparai cu un altul, de exemplu.

Ins§, pe parcurs ce s-a dezvoltat algebra si metodele de calcul cu functii, matematicie-
nii au incercat sd le combine cu componentele vizuale din geometrie. Dar ce legaturd are
un punct sau o dreaptd cu un numadr sau o functie? Astazi, raspunsul vine in anii de gimna-

ziu, Insa a necesitat creativitatea francezilor René Descartes (1596—1650) si Frangois Viete

(1540—1603), portretizati in Figura care au clarificat aceste legdturi.

Figura 10: René Descartes (s) si Francois Viéte (d), matematicieni francezi ai secolelor XVI-XVII

Descartes este cel care a propus interpretarea punctelor prin coordonatele lor. El a aso-

ciat o pereche de numere reale fiecarui punct din plan, numere care aveau o semnificatie pe

13
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catde simpld, pe atat de ingenioasd. A fost nevoie sd fixeze un sistem de referinta, cum1-au
numit fizicienii, sau sistem de coordonate, In termeni matematici: reperul xOy. Cele doui axe
sunt drepte, cu sensurile pozitive alese spre dreapta, respectiv in sus, si o unitate de masu-
rd fixatd, astfel Incat distantele sd poatd fi exprimate prin numere reale. Cand un punct se
afld pe una dintre axe, coordonatele lui sunt simple: una este zero si cealalta arata de cate
ori se cuprinde unitatea in distanta dintre punct si origine. Dar pentru puncte care nu se
afld pe axe? Atunci Descartes a propus proiectii ale punctelor, astfel incat sd se poata vedea
yurmele” pe care le lasa punctele fatd de axele de coordonate.

Astfel, un punct din plan A(x 4, y4) il poti gandi ca pe o pereche de instructiuni: pornesti
din originea sistemului de coordonate (fixatd), mergi x4 unititi pe axa orizontald (la dreap-
tadacd x4 > 0silastinga dacd x4 < 0), apoi y, unitati pe axa verticald (in sus dacd y, > 0
siinjos dacd y, < 0). Astfel, ai pornit dintr-un punct fixat si ai ajuns in orice punct caruia

1i stii coordonatele. Pasii poti s-i vezi in Figuralll

y

A(3,2)

Figura 11: Interpretarea coordonatelor unui punct din plan ca pe doi pasi prin care pornesti din
origine si ajungi la punctul respectiv

In ce priveste numerele negative, ele sunt usor de inteles daci tii cont de faptul c3 di-
rectia este o conventie. De fapt, acest lucru este adevarat siin fizica si aproape oriunde apar
numere negative: cercetatorii au stabilit un punct de referintd pe care il considerd zero, pre-
cum si directia pozitiva.

De exemplu, temperaturile mai mici decdt pragul de inghet sunt negative, sumele chel-
tuite dintr-un buget inexistent sunt datorii si se Inregistreaza cu numere negative, iar in
reperul xOy, numerele aflate la stinga sau in josul originii sunt negative. Insi distantele
sunt calculate, desigur, prin numere pozitive, care sunt modulele celor negative. Situatia e

chiar convenabild, pentru cg, atunci cand te gandesti la punctul B(—1, 3), de exemplu, stii
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sigur cd poti ajunge la el daca pornesti pe axa orizontald citre stanga o unitate, apoi 3 uni-
tati in sus. Cu alte cuvinte, numerele negative vin cu informatie suplimentar3, cealegata de
directie.

Incd un fapt deosebit este c3, in perioada medieval4, limba latini era foarte folositi,
mai ales in Europa, astfel ca multi cercetdtori o foloseau in tratatele si publicatiile lor, ba
chiar 1si luau si un nume latinesc. De aceea, Viete mai este cunoscut si ca Franciscus Vieta,
iar Descartes, drept Renatus Cartesius. Atat de importantd a fost introducerea interpretdrii
algebrice pentru drepte si, in general, figuri plane incét sistemul de coordonate xOy se mai

numeste cartezian In onoarea lui Descartes.
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Exercitii

Iti propun in continuare citeva exercitii, unele dintre ele standard, adaptate din manuale si
culegeri, dar sicatevamai deosebite. Las aici doar cerintele si te Incurajez sa incerci maiintai
s le rezolvi singur, iar in paginile urmitoare iti arit si rezolvirile detaliate. Iti recomand,
de asemenea, sd folosesti reprezentarea grafica ori de cate ori este nevoie — poate chiar la
fiecare exercitiu.

Mai adaug cd, de obicei, In manuale si culegeri pe care le folosesti la clasd, multe calcule

- A . . 1 3 . ¢
se termind cu rezultate numere intregi sau frac'gn 51mple ca 5 sau —5. POFI aproape sa fii

sigur, dacd obtii un rezultat ca 1—75, trebuie s fi gresit pe undeva. Insd in exercitiile pe care
ti le-am propus, nu toate calculele dau rezultate ,frumoase”. Decizia a fost intentionats,
pentru cd e util sa te obisnuiesti cu metoda, sd ai incredere n teoria si procedurile pe care le
folosesti, fard aceastd verificare speciald, ,,dacd nu e numdr intreg, am gresit”. In plus, In multe
situatii reale, vei avea un calculator de buzunar laindemand, astfel ¢, atunci cdnd esti sigur

pe metoda, calculele, oricat de urate, le poti face pe un calculator sinu e nicio problema.

1. Calculeaza ecuatia silungimea medianei din A a triunghiului AABC, cu vérfurile in punc-
tele A(—2,—1), B(2,0), C(0,6).

2. Calculeazd ecuatia dreptei care contine punctul A(6, 0) si este perpendiculara pe dreapta

de ecuatie2x —3y +1 =0.

3. Gaseste ecuatia dreptei care se obtine prin simetria dreptei de ecuatied : 2x—3y+1=0

fata de punctul A(6,0).

4. Calculeaza ecuatia dreptei care contine punctul A(—2, 2) si este paralela cu dreapta CD,

determinatd de C(2,1) si D(—1, —3).

5. Calculeazd ecuatia silungimea Indltimii din A In triunghiul ABC, cu varfurile in punctele

A(-1,7),B(-7,0), C(5,—3).

6. Verificd daca punctele A(3, —5), B(—2, 6) si C(8, —16) sunt coliniare.
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7. Verificd daca dreptele urmétoare sunt concurente:

di:2x—y—-1=0
dy :3x+2y—-5=0

d; :x+3y—4=0

8. Doua orase se afla pe o harta la coordonatele A(—3,—2) si B(2,2). Administratia regio-
nald vrea sd construiascd un centru comercial in afara oraselor, dar astfel incat locuitorii
ambelor orase A si B sa ajunga la fel de repede, iar distantele de la centrul comercial C
si orasele A si B s3 nu depaseasca 10 unitati (sa spunem, kilometri). D3 un exemplu de

plasare a punctului C care sa verifice conditiile.

9. Pe harta unui joc ai 3 cladiri, pentru care stii coordonatele: A(1,1), B(—3,1), C(2,—4). Ele
se aprovizioneazi de la acelasi rezervor R(xg, yr). Unde trebuie plasat rezervorul (géses-
te coordonatele sale) astfel incAt jucdtorii din cele 3 cladiri si poati interveni la fel de

rapid pentru reparatii ale rezervorului, indiferent din ce clddire ar pleca?
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Rezolvari

1. Ecuatia silungimea medianei din A In AABC, cu varfurile In A(-2, —1),
B(2,0) si C(0, 6).

Iti propun s§ 13s8m reprezentarea grafici pentru la final, ca de verificare. Poti s3 rezolvi
problema si doar prin calcule.

Mediana uneste un varf cu mijlocul laturii opuse, deci sa notam cu M(x,, y5s) punctul
de mijloc al laturii BC. Dintr-o formuld de calcul simpla (pe care te invit si ti-o justifici),
coordonatele mijlocului unui segment se calculeazd ca media aritmetica a coordonatelor
capetelor. Adica:

xM:xB-l_Txczl si yszB-l_TyC=3.

Deci mijlocul lui BC este M(1, 3). Acum problema are doua parti: lungimea segmentului
[AM] si ecuatia dreptei AM.

Pentru lungimea segmentului, poti sa folosesti formula de calcul care provine din teo-

rema lui Pitagora, adica:

AM:\/(xA_xM)2+(yA_yM)2: V9+16=125=5.

Iar pentru ecuatia dreptei, sd o notdm cu y = ax+b. Coeficientii a si b ii afli din conditia

ca punctele A si M sd aiba coordonate care verificd ecuatia dreptei. Adica:

AeAM=>ys,=a-x4+b=>-1=-2a+b

MeAM=>yy=a-xyy+b=>3=a+b

sy v o .. 4 . . 5
Poti scddea cele doua relatii si obtii —3a = —4, de unde a = 3 larapoi, b=3-a= 3
N 4 5
Deci,in final, AM : y = 3% + 3
v 4 . . . N . .
Asadar, este o dreapta care are panta 3 deci un pic mai mare decat 1 si ordonata la ori-

.3 . T A .ol oA . .
gine 7, adicd ceva mai micd decit 2. Astfel de estimari sunt utile in partea de vizualizare.

Acum putem face si desenul, sa ne asigurdm ca am lucrat corect:

e Desendm cele trei puncte care dau triunghiul AABC sile unim ca sa obtinem laturile

sale;

e Plasdm punctul M(1, 3) si observdm daca este mijlocul laturii BC;

18



Ecuatia dreptei Adrian Manea

v . 4 5 . v . P .
e Desendm dreapta de ecuatie y = 3X + 3 prin doud puncte oarecare si verificim (vi-

zual) dacd trece prin A si M. Cel mai simplu ar fi sd folosim punctele de intersectie cu
axele: (0 E) si (—E 0)
\"3)3\ T )

Reprezentarea este in Figura[12]si confirm3 calculele.

Figura 12: Reprezentarea pentru solutia exercitiului 1

2. Ecuatia dreptei prin A(6, 0), perpendiculard ped : 2x —3y +1 = 0.
Mai Intdi, observa cd ecuatia dreptei d este datd intr-o forma usor diferita de cum am

lucrat pdnd acum. Dar nu e nicio problema: o prelucrezi prin separarea lui y si obtii:

2 1
2x—3y+1:0:>3y=2x+1:>y=§x+§.
. y 2 . L1 v .
Deci este vorba de o dreaptd cu panta 38 ordonata la origine 3 adusd acum In forma

cu care ne-am obisnuit.

Dreapta pe care o cdutdm are si ea o ecuatie de aceeasi form3, sd zicem y = ax + b.
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Din proprietdtile pe care le-am discutat, produsul pantelor a doud drepte perpendicu-
lare este —1, deci:

a 2 _ 1=>a= 3
3 -2
M 3 . -
Avem, deocamdati, y = —5x+ b pentru ecuatia dreptei cautate.

Mai ramane sd folosim si punctul A de pe dreaptd: coordonatele sale verifica ecuatia

dreptei, cAnd x = 6, y trebuie si fie 0, adica:

0:—%-6+b:b=9.

- 3 . .y

Infinal,y = —5X+ 9 este ecuatia dreptei cautate.

Din nou, ajutd sd facem o reprezentare grafici, sd avem o verificare vizuald mécar. O
gésesti in Figural[i3]

v 2 I .
Dreapta datd are panta 3 deci urca spre dreapta, dar nu foarte abrupt, iar dreapta cal-
" 3 . v A . A v

culatd are panta —> deci urcd spre stinga, ceva mai abrupt decit cealaltd.

Ambele drepte le vom desena prin doua puncte ajutdtoare, care s fie chiar intersectiile
N 1y ./ 1 . u
cu axele. Pentru dreapta datd, avem (0, §> si (— > 0), iar pentru cea calculata, punctele (0, 9)
si(6,0).

3
y——§x+13\

Figura 13: Reprezentarea pentru solutia exercitiului 2
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Supliment
Cele doud drepte par perpendiculare pe figura si le poti reprezenta cu atentie, cu instru-
mente geometrice. Dar putem si sd ne asiguram, prin calcule. Alegem unul dintre cele doud
triunghiuri formate la intersectia lor si verificdm prin reciproca teoremei lui Pitagora.
Mai intéi, punctul de intersectie. O si-1notim cu P(xp, yp). li vom calcula coordonatele,
tinand cont cd se gdseste pe ambele drepte, deci xp si yp satisfac ambele ecuatii:
2 1
Yyp =3Xpt3

=—=xp+9
yp 5 Xp
Scazi cele douad relatii si obtii:

2 3 1 13 26 26 6
Xp<§+§>+§—9:0:>xla'?—?:0:>XP:?'E24-

Apoi inlocuiesti in oricare dintre ecuatii si obtii:

Acum s Incercim teorema lui Pitagora in triunghiul APQR, unde P(4, 3) este punctul
calculat, Q(0,9) este punctul de intersectie a dreptei calculate cu axa Oy, iar R (0, 5) este
punctul de intersectie a dreptei date cu axa Oy.

Lungimile laturilor le putem calcula direct la pétrat, fiindcé oricum le vom folosi in te-

orema lui Pitagora.

468
PQ?=424+6>=16+36=52= —

9
1\2  /26\* 676
2 —_— = | — = —
QR_(g 3) (3) 9
2

1 8 64 208
2 — 42 —_ = = — ) = _— = —
RP* =4 +<3 3> 16+<3> 16 + 9 9

Calculele confirm3 acum c3 PQ? + RP?> = QR?, deci triunghiul este dreptunghic in P,

adicd dreptele sunt perpendiculare.

3. Simetrica drepteid : 2x — 3y + 1 = 0 fatd de punctul A(6,0).
Simetrica unei drepte fatd de un punct inseamnad o dreaptd paraleld cu cea initiala si

astfel incat distanta de la punctul fixat la ambele drepte sa fie aceeasi.
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In manuale g3sesti formule care-ti dau direct ecuatia dreptei simetrice, insd cred c3 este
mai ajutator sd o construim din aproape 1n aproape, pe baza interpretdrii pe care am dat-o
si cu cat mai putine formule suplimentare.

Mai Intdi, observa cd e aceeasi dreaptd cu cea de la exercitiul anterior, deci putem sd o

rescriem in forma cu care suntem obisnuiti:
d:y= %x + %
Propun sa proceddm asa:
e Gasim ecuatia dreptei perpendiculare pe d, care trece prin A.
e Calculam punctul de intersectie dintre perpendiculara respectivd si d.
e Calculam distanta de la A la acest punct.

e Luam o paraleld la d, pe care o intersectam cu aceeasi perpendiculara (care va fi per-

pendiculard comuna).

e Punem conditia ca punctul de intersectie dintre aceastd paraleld si perpendiculara

comuna sd se afle la aceeasi distanta fatd de A cat era distantadelaAlad.

Cum spuneam, sunt mai multi pasi decatrezolvarea printr-o simpld formula, dar fiecare
etapa foloseste doar lucruri pe care le stim deja.
. . . . . <y 3
Fie,deci,d’ L d,cud’ : y = a’x + b'. Din perpendicularitate, rezultd ci a’ = -5
- y <y 3
Apoi, din faptul cd A € d' rezultd cia 0 = —3" 6+ b’,deunded’ =9.
. 3 . . . .
Decid' : y = —5X+ 9 este perpendiculara pe d care trece prin A si am rezolvat primul
punct din planul propus. (Este, de fapt, calculul pe care l-am ficut la exercitiul anterior.)

Acum, punctul de intersectie dintre d’ sid sa-1notam cu M(xy;, yps). El verificd ecuatiile

ambelor drepte, deci:

=2 +a
3
M =-5xm+9
2
Le scddem si obtinem:
2 3 1 26 6
O—XM<§+§>+§—9:}XM—?'1—3—4.
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. 2 1 . . v . .
Apoi, yy = 3 -4+ 3= 3,deciM(4, 3) (din nou, calculul pe carel-am ficut si mai devreme,

pentru punctul P.)

Distanta de la A la acest M este:

AM =(6 — 42+ (0—32 =4+9=1/13.

Acum, orice paraleld la dreapta d are aceeasi pantd cu ea. Deci, daca dreapta f este pa-
y . 2 y S |
raleld cudreaptad,atuncif : y = 3xX+ b, pentruun b oarecare, care si fie diferit de 3 (altfel,

coincide cu dreapta d).

Intersectam pe f cud’ acum, sa zicem Intr-un punct B(xg, y). El are proprietatile:

3
Bed’:y3=—§x3+9

2
B€f$y3=§XB+b.

Scddem cele doua relatii ca sd dispard yp si obtinem:

_ 32 13 _13(b-9)
O—XB<—§—§)+9—b=>xB?—b—9=}xB——6 .
Acum calculam yp corespunzitor, tot in functie de b:
_2 o, 2 130-9) 9% _ _4b-117

Mai avem doar sa punem conditia ca distanta de la A la aceastd dreaptd sa fie tot y/13,
adicd lungimea AB si fie 1/13. Vom lucra mai simplu cu patratul acestei lungimi, care vrem

safle13:

2 2
B = (6 130 9)) .\ <4b 117) 5
6 9
Rezultd o ecuatie de gradul al doilea pentru b:
(153 - 13b)2 N <4b - 117)2 C3mpo 28
6 9 B -3

Cand inlocuiesti pentru punctul B, obtii simplu B(8, —3).
2 . M v 2 25 . VI
In concluzie, dreapta cdutatdeste f : y = 3%~ 3 caremaipoate fi scrisa si sub forma:

fi2x—-3y—-25=0.
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Reprezentarea grafica din Figura igi aratd pasii pe care i-am parcurs.

d :3x+2y—18=0 y

d:2x—-3y+1=0

fi2x=3y—-25=0

" B(s.—3)

Figura 14: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 3

4. Ecuatia dreptei prin A(—2, 2), paraleld cu CD, unde C(2,1) si D(—1, —3).

Pas cu pas: cdutdm o dreapt3, deci o expresie de formad : y = ax + b. Dreapta contine
punctul A, deci2 = —2a + b.

Apoi, ca sa folosim conditia de paralelism, trebuie sd gasim ecuatia dreptei CD. Fie ea

CD : y = mx + n. Avem, pe rand:

CeCh=>1=2m+n

DeCD=>-3=-m+n

g 9 RV . 4 . —
Scadem cele doud relatii si gasim 4 = 3m, decim = 3 Apoin=-3+m= =5
. 4 5
DeciCD @y = —x— >.
eci y=3x-3

¢y 4 . . —
Cumd || CD,rezulticia = 3 Acum ne Intoarcem la relatia anterioara:

4 8
2=-2--4+b=>b=24-=—.
$+tb= +3
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- . o N . 4 14 . o ry v .. c e
In concluzie, dreapta cdutatd are ecuatiay = 3X + 5 Intr-o forma fara fractii, poti elimina
numitorii si obtii —4x 4+ 3y — 14 = 0.

Verificarea prin desen este in Figura

y 4 14
d.gX-i*?
4 5
A
C
7 ) X
D

Figura 15: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 4

5. Ecuatia si lungimea Inaltimii din A in AABC, cu varfurile in punctele
A(-1,7),B(=17,0),C(5,=3).
Problema este echivalenta cu a cere distantd de la punctul A la dreapta BC si ecuatia

perpendicularei din A pe BC.

Mai Intdi, gdsim ecuatia dreptei BC. Fie ea BC : y = ax + b pentru inceput. Apoi:

BeBC=>0=-7a+b

CeBC=>-3=5a+b

v PV . 1 .
Scadem relatiile si gdsim 3 = —12a,decia = 7 Apoi:
5 7 1 7
= —3 — = — —- = —, B . = ——X— -
b 3—5a 3+ 151 =>BC:.y 277

Acum vrem o perpendiculard din varful A pe dreapta BC. Sd-i notdm ecuatia generic
9 -1 .
d:y=mx+n.Cumd L BC,rezultam - - = —1,decim = 4.
Apoi, A € d,deci7 = -4 + n,deunden = 11, adicdd : y = 4x + 11.
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Acum vrem distanta de la punctul A la dreapta BC. Mai Intdi, sa aflim punctul de inter-

sectie intre dreapta-inaltime silatura BC. Fie acesta M(x,y, ), deci:

1 7

Med= yy =4xp + 11.

. M v 1 7 .y N .. .
Prin scadere rezultd x), <_Z - 4) -z 11=0 adica x); = —3. Inlocuim si obtinem

ymu=4-(=3)+11=-1

In fine, M(—3, —1) si mai riméne de calculat doar lungimea AM:

AM =\(m1 432+ (7+ 12 =4+ 64 = 24/17.

Supliment

In unele manuale giisesti o formuld directd care calculeazi distanta de la un punctla o
dreaptd, deci nu mai e nevoie de gdsit punctul M. Pentru asta, trebuie sa rescriem ecuatia
BC sub forma:

BC : x+4y+7=0

si distantd de la A la BC este:

. Ay, +7
dist(A,BC) = Fatda+ 7 _ oo

V12 + 42

Dar am preferat o constructie pas cu pas, care nu foloseste formule noi de memorat.

Verificarea prin desen, micar orientativ, in Figuralle]

6. Coliniaritatea punctelor A(3,—5), B(—2,6), C(8,—16).

La nivelul clasei a unsprezecea, existd o metoda eleganta si directa de verificare, cu aju-
torul matricelor. Dar, in spiritul de pdna acum, o sa ne uitdm la o solutie care nu foloseste

nimic nou, ci doar notiunile simple legate de ecuatia dreptei pe care le-am Intalnit deja.

Planul este sd gdsim ecuatia dreptei determinate de doud dintre cele trei puncte si sd
vedem daca si coordonatele celui de-al treilea punct verifica acea ecuatie. Daca da, punctele

sunt coliniare, fiindca toate au coordonate care verifica o aceeasi ecuatie a dreptei.

Sa gasim ecuatia dreptei AB, de exemplu, pe care o notam, in general, AB : y = ax + b.
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y
AM @y =4x+11
A
............. e.-... x
B ............. O
e
............. C
..-. ............
7
Fey==x g
) 4

Figura 16: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 5

Apoi, pe rind:

A€AB=> -5=3a+b
BeAB=>6=—-2a+b

22 8

. v . 11 .
Prin scadere: —11 = 5a,decia = = sib=6+2a=6-— = =3
. 11 8
DeciAB : y = ——x+§sauAB 11x+5y—-8=0.

5

Mai raméne doar sd vedem daca si coordonatele lui C verificd aceastd ecuatie:
11-8+5-(—16)—8=88—80—8 =0,

ceea ce este adevirat, deci punctele sunt coliniare si se afld toate pe dreapta AB.

Le poti vedea in Figura 17}
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AB :11x+5y—8=0

c

Figura 17: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 6

7. Drepte concurente:

di:2x—-y—-1=0
dy, :3x+2y—5=0

d; : x+3y—4=0

Vom gasi punctul de intersectie al primelor doua drepte si verificim daca punctul res-
pectiv se géseste si pe dreapta a treia. In clasa a unsprezecea, problema se poate formula ca

un sistem de trei ecuatii si doud necunoscute.

Sa luam, deci, sistemul alcdtuit din primele doud ecuatii. Putem sd-1rezolvdm prin me-

toda substitutiei, adica din prima ecuatie scoatem y = 2x — 1 si Inlocuim in a doua:
3x+22x—1)—5=3x+4x—-2-5=7x—-7=0=>x=1.
Apoiy=2-1-1=1.

Decid, nd, = {A(1, 1)}, adica primele doud drepte se intersecteazd in punctul A(1, 1).
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Acum ramane doar sd vedem daca acest punct se gdseste si pe a treia dreapta:
1+43-1-4=0,

care este adevirat, deci Intr-adevar, toate cele trei drepte se intersecteazd in A(1,1).

Reprezentarea o gésesti in Figura[8]

dy :3x+2y—5=0

di:2x—y—-1=0

d; : x+3y—4=0

A(1,1)

Figura 18: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 7

8. Coordonatele unui punct C, egal departat de A(—3, —2) si B(2, 2) si ast-
fel incat AC < 10, BC < 10.

O metodd simpld de a plasa un punct egal departat de doud puncte fixate A si B este sd
fie pe mediatoarea segmentului AB. Asta pentru cd se formeaz4 un triunghi isoscel AABC,

cu AC = BC, fiindcd din vérful C ai dus o mediani, care este siindltime (mediatoarea).
Deci avem de aflat ecuatia perpendicularei pe mijlocul segmentului AB mai intai.

Dacd M(xyy, yar) este mijlocul acestui segment, atunci:

342 1 —242 1
IMET T Ty IMT T =O=>M<_§’O>'

Vrem o perpendiculara pe AB care sd treaca prin M. Mai Intdi, ecuatia dreptei, notata
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genericAB : y =ax + b:

A€eAB= -2=-3a+b

BeAB=>2=2a+b

. .4 2 . 4 2
Rezultd —4 = —5qa, decia = 3 sib=2-2a= 3 DeciAB : y = X+ s

. < v . . 5
Acum fie perpendiculara cdutatdd : y = mx + n. Stimcam - - = —1,decim = —7

wl s

o 1 5 . 5
CumM € d,rezulti 0 = -5 <_Z> +n,decin = -3

Asadar, mediatoarea segmentului AB are ecuatia:

5 5
d:y:—zx—§©10x+8y+5=0.

Orice punct C care se giseste pe aceastd dreapta are coordonatele care verifica ecuatia
de mai sus si este automat egal depdrtat de A si B. Mai rdiméne doar si alegem unul astfel
incat distanta sa nu depaseasca 10 kilometri.

Fie, deci, C(xc,yc) € d, adicd 10xc + 8yc + 5 = 0.

Distanta AB de exemplu este:

AB = /(=3 xc)? + (=2 - yc)?

siAB < 10 este echivalent cu AB? < 100
Ca sd lucrdm cat mai simplu si pentru ca avem nevoie de un exemplu, incercam sa ludm
Xc = 0. Atunciyc = —g’ iar ca distanta:
5 697

AB2=(—3—0)2+<—2+—>2=9+£=—<100’
8 64 ~ 64

. ¢ ny. A =5
deci este o0 alegere bund. Raméane C (0, ?>

Iatd si reprezentarea graficd, in Figura

Supliment
Te poti gandi la o metodd sa gdsesti cea mai indepartatd pozitie a punctului C, dar tot

astfel Incat distanta sd nu depdseasca 10 kilometri?
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10x+8y+5=0

4x+5y—-2=0

Figura 19: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 8

9. De plasat punctul R(xp, yr) egal departatde A(1,1), B(-3,1), C(2, —4).

Inspiratsidin problema anterioar3, e clar ca R ar trebui sa se afle pe mediatoarele tuturor
segmentelor AB, AC si BC. Altfel spus, sé fie intersectia mediatoarelor acestora. Echivalent,
R este centrul cercului circumscris triunghiului AABC si atunci, distantele RA, RB, RC devin
raze ale acestui cerc.

Existd formule care-ti dau direct ecuatia cercului prin trei puncte, dar noi vom proceda
pas cu pas, ca mai devreme, pe baza mediatoarelor.

o neae . .. . 3 3\ .
Mai Intéi, mijlocul M al lui AB este M(—1, 1), mijlocul N al lui AC este N(E’ —5), iar

mijlocul P al lui BC este P (—%, —%)

Cele trei mediatoare sigur sunt concurente, deci este suficient si determindm doud din-
tre ecuatii si punctul lor comun, fiindcé acel punct se va gdsi si pe cea de-a treia.

Fie, deci, mpc : ¥y = ax+bmediatoarea pe BC. Maiintii, insd, ecuatia BC : y = mx+n:

BeBC=>1=-3m+n

CeBC=> —4=2m+n,

deunde —5m = 5, adicdm = —1siapoin = -4 —2m = —2.DeciBC : y = —x — 2.
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. N < . . 3 1 . o -
Din mgc L BC,rezultd a = 1sidin P € mpc obtinem 3 =3 + b,adicd b = —1. In
fine, mpc : y=x—1.

Mai departe, my - mediatoarea pe AC. Maiintéi, AC : y = ax + b:

AeAC=>1=a+b

CeAC=>—-4=2a+b,

deunde —a = 5,adicda = =5sib = 1—a = 6. Rezulta AC : y = —5x + 6 si, dacd

y JEN
Myc - Yy =mx + n,rezultim = 3 In fine:

3 1 3 3 9
NEmAC=>—E=§~32+n=>n=—§—ﬁz—§.
- 1 9
adicdmyc 1 y = X5

Avem cele doud mediatoare, acum sd le gasim punctul de intersectie:

1 . .
deunde0=<§—1>x—g+1=>x=—1 siy=x—1=-2.DeciR(-1,-2).

Putem verifica, pentru siguranti, cd acest punct se giseste si pe mediatoarea m,p. Echi-

valent, verificdm daca sunt egale distantele AR = BR = CR si ar fi mai simplu asa:

AR=v22+32=413
BR =+/(=2)2 + 32 =13
CR =+/(32 + (=32 =/13.

Reprezentarea, cu ajutorul celor dous mediatoare, o gisesti in Figura[20}
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Figura 20: Reprezentarea grafica pentru exercitiul 9
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