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Concluziile generale pe care le tragi dupa doar cateva situatii particulare sunt, de multe ori,
nefondate. Doar pentru ca o intdmplare s-a repetat de trei ori nu garanteaza ca si a patra oara o
sa functioneze. Iar cand este vorba de rezultate matematice, oricum nimic nu poate fi acceptat
fara demonstratie.

Inductia matematica este metoda care te ajuta exact in astfel de cazuri. Tjti da voie sa ge-
neralizezi, dar numai dupa ce ai adunat cateva exemple particulare si un argument pentru com-
portamentul general. Ea se bazeaza pe un principiu foarte simplu: daca ai vazut ca o afirmatie
este adevarata pentru cateva cazuri ,,de proba”, este suficient sa demonstrezi ca se pastreaza
adevarata si cand mai adaugi inca un caz. Cum nu ai pus o limita asupra numarului total de ca-
zuri permise, inseamna ca argumentul va fi unul general: o sa functioneze pentru toate cazurile
posibile.

De multe ori, insd, metoda inductiei matematice este studiata la scoala cu exemple abstracte
si nu este mereu clar ca, de fapt, nu functioneaza doar in matematica. Rationamentul inductiv
este o tehnica de argumentare pe care poti sa o folosesti oricand vrei sa ajungi la o concluzie
generala dupa ce ai observat cateva situatii particulare. in plus, ea sti la baza multor cercetiri
si metodei stiintifice: experimentele din laborator aduna date particulare, practice, iar apoi
intervine rolul teoriei, care formuleaza si demonstreaza o concluzie generala.

ijci aratam aici exemple diverse de probleme de matematica pe care sa le rezolvi cu metoda
inductiei, dar iti explicam si cum poti sa folosesti tehnica pentru o argumentare si in afara
matematicii.
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Intuitie

Estilainceput de drum, in clasa a noua, iar profesorii si colegii par sau chiar sunt
cu totii strdini. Probabil te gindesti, in primul rand, cum sa-ti faci cunostinte noi,
care ar putea si-ti devina prieteni.

Dacd esti extrovertit, e simplu: intuiesti cu cine ar fi o idee buné si stai de vorba
si ce sd discuti. Stii cAnd sa zdmbesti, cAnd sa dai mana, cand sa ajuti.

Dar daca te imprietenesti mai usor cu o carte, cu un film sau cu un joc video, un
zambet sau o conversatie oricat de scurtd poate s insemne mult, simti ca te arunci
intr-o ecuatie cu multe necunoscute. Cum sd md comport ca sd-mi fac prieteni? E o
intrebare la care te gandesti sa raspunzi.

Poate o sd te surprindd, dar metoda stiintifica are o solutie. Faci o observatie,
ti-o notezi, iar cand crezi cd ai gasit o reguld, o scrii siincerci s o demonstrezi prin
incd o incercare. Pe mésurd ce testezi, aplici si ajustezi regula, constati cd ar putea
fi de folos in general.

O astfel de procedura nu este numai pentru experimente de cercetare. O sa-ti
ardt cum functioneazi metoda si pentru a-ti face prieteni, dar si pentru exercitiile
de matematica.

Mai intai, pentru scopurile tale de socializare, vrei si fii cat mai abordabil(d),
atent(a) la discutii, la gesturi si sd vorbesti cu blandete.

Urmareste, de exemplu, pe parcursul a cincizilereactiile celor din jur sinoteaza-
ti-le. Ajusteazé-ti comportamentul, dar nu te lasa pacalit(a) de o simpla situatie
care nu a functionat. Nu uita: incerci s dezvolti o metoda care si-ti fie de ajutor
in orice situatie — adica in general.

Incet-incet, fara sa-ti dai seama, deja aplici o metoda de cercetare care se nu-
meste rationamentul inductiv: pornesti de la observatii particulare, specifice unor
anumite cazuri, si incerci, de la ele, s obtii o reguld generala.

Inductia, asadar, se bazeaza pe aceastd trecere: PARTICULAR —> GENERAL.

Totusi, pentru ca vorbim despre o metoda stiintifica, faptul cd functioneaza in
cateva situatii nu este suficient. Asa c# ai nevoie de o demonstratie. In experimen-
tul nostru de socializare, e greu, daci nu imposibil, si te gandesti la ceva general
valabil, asa cd o sd-ti arit cum faci asta In situatii de matematica.

Teoria

Rationamentul inductiv este metoda prin care demonstrezi ceva general dupé ceai
pornit prin cateva observatii particulare. Este o unealtd excelentd pentru metoda
stiintificd, fiindca exact asa functioneazi si cercetarea, fie ea teoretica sau pe baza
de observatii si experimente.
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Pasii pentru o demonstratie prin inductie

- Iei cateva cazuri particulare (din experimente sau rationamente);
- Formulezi ceea ce crezi ca este o reguld generala;
- Daca reusesti sd demonstrezi regula, ai terminat!

- Dacd nu, o revizuiesti, eventual de la inceput (iei noi date sau rationamente,
poate ti-au scépat cazuri relevante).

Inductia matematica functioneazi in doud etape, pe baza pasilor de mai sus.
Mai intai, etapa de verificare, unde testezi daca formula sau regula pe care crezi
ca ai gasit-o functioneaza macar pentru cateva situatii particulare. Apoi, etapa
de inductie propriu-zisd, in care incerci sd demonstrezi cd mai poti adduga inca o
situatie care functioneaza.

Riguros, etapadeinductieinseamna sd presupui ca o proprietate este adevarata
pentru un anumit numar de cazuri, n, apoi si demonstrezi, pe baza acestei presu-
puneri, cd adevirul se pastreaza si dacd mai incerciincd un caz.

Cu siguranta ai vazut in manual notatia P(n) — P(n + 1), care transmite exact
acest lucru: dacd proprietatea P functioneaza pentru n elemente, atunci functio-
neazd si pentrun + 1.

Supliment informativ
Inistorialogicii sia matematicii, asa a aparut inductia, prin ideea ci mai potiadiuga
incd o situatie care s respecte o reguld descoperita.

Gandeste-te, de altfel, sila verbul ,,ainduce”, care araté cd o proprietate, o stare a
lucrurilor este extinsd, ajunge sa se propage dincolo de limitele initiale. La fizica, cu-
rentul indus este cel care apare in circuit din cauza efectelor magnetice. In limbajul
comun, o intamplare iti poate induce teama sau, dimpotriva, curaj, adica sentimente
si emotii pe care nu le simteai Iinainte.

Riguros vorbind, o multime sau o proprietate se numeste inductiva daca oricand
potisd-i maiadaugiinca un element. Asa se defineste multimea numerelor naturale
(N): ai adaugat pe 0,1,2,3, ... si, oriunde te-ai opri, poti s mai adaugi incd un numaér
care sa nu iasa din multime. De aceea, multimea numerelor naturale se numeste
inductiva si este si motivul pentru care inductia matematica se foloseste doar in de-
monstratii care lucreaza cu proprietiti indexate de numerele naturale (acele P(n) pe
care le formulezi).

E important, deci, ca proprietatea pe care o demonstrezi prin inductie si se ba-
zeze pe cazuri care pot fi enumerate cu ajutorul numerelor naturale. De exemplu,
atunci cand poti vorbi despre pasul 1, pasul 2, pasul 3 si altele, atunci poti sa lucrezi
cu inductia. Dar, dacd lucrezi cu numere rationale sau intregi, atunci inductia nu
mai functioneazd, cdci nu mai poti enumera situatiile pe care le verifici (nu are sens
sd vorbesti despre ,,pasul 1,5” sau ,,pasul -0,2”).
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Primul exemplu

Unul dintre cele mai simple exemple pentru care folosesti inductia matematica
este formula pentru suma primelor n numere naturale, numita si suma lui Gauss:

n(n+1)
—
Problema se potriveste foarte bine pentru o demonstratie prin inductie, pentru
cd se bazeaza pe o proprietate adevirata pentru n numere. Mai mult, ai trecut deja
peste etapa In care gisesti tu formula generald: nu ai decat sd o demonstrezi.

Notezi, asadar, proprietatea cu P(n). In cuvinte, ea spune ci pentru orice numar
n(n+1)
5

1+2+3+4+ - +n= Vn € N*.

natural n, suma primelor n numere naturale are formula datd de
Procedezi conform indicatiilor generale:

Etapa de verificare: Testezi daca proprietatea este adevarata pentru primele cateva
cazuri, n = 1,2, 3, adica verifici daca P(1), P(2), P(3) sunt adevéarate:

«+ P :1= #, adevarat.
«+ PQ):1+2= M, adevarat.
«+ P3):1+4+2+3= M, adevarat.

2

Etapa de inductie: Acum, cd ai vazut cd proprietatea este adevirati pentru cateva
cazuri de inceput, demonstrezi esentialul, P(n) — P(n + 1). Altfel spus, presupui
ca proprietatea este adevarata pentru n numere naturale si aréti cd functioneaza
sicand o aplici pentru inca unul, adica P(n + 1).

Scrii ce inseamna P(n + 1) mai intéi:

m+1Dn+1+1)
5 )
Dar proprietatea nu este noud: cand o analizezi in context si tii cont ca P(n) este
deja adevarata (conform presupunerii), iti dai seama ca stii deja rezultatul sumei
primilor n termeni. Rescrii si pui in evidentd noutétile:

Pn+1): 142+3+4+--+n+n+l= Vn € N*,

n-(n+1) _(n+D(n+2)
g tntl=ET/m—

Asadar, problema a ajuns la o simpla egalitate algebricd. Daca inmultesti egali-
tatea cu 2, ajungi, succesiv:

P(n+1): Vn € N*,

nn+)+2n+1)=n+1)n+2) <
m+n+2n+2=n*+2n+n+2 <

n? +3n+2=n%+3n+2, adevirat.
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Concluzia este ca si proprietatea P(n + 1) este adevirata, deci ai demonstrat ca
mai poti adduga incd un termen, adica exact esenta inductiei.

De ce este nevoie sa verifici mai mult decat primul pas?
La etapa de verificare, este tentant sa spui cd, daca functioneaza pentru prima va-
loare a lui n (de obicei, n = 0 sau n = 1), atunci verificarea este terminatd. Dar exista
o problema celebré care iti arata ca o astfel de concluzie este pripita.

Sa presupunem cd vrei sd demonstrezi prin inductie propozitia: Toti caii au ace-
easiculoare. Pusa in forma clasicd pentru o demonstratie prin inductie, ea s-ar putea
scrie asa:

P(n): Orice multime de n cai contine animale de aceeasi culoare, pentru
orice numar natural n.

Iatd cum ar putea ardta o ,demonstratie” prin inductie.

« Pasul de verificare: pentru n = 0, multimea contine O cai, deci ,toti” au aceeasi
culoare. La fel si pentru n = 1, cand multimea contine un cal.

+ Pasuldeinductie: Presupui cd orice multime de n cai contine animale de aceeasi
culoare siarati cd maipotiaddugainca un cal, fara sd incalci proprietatea. Poti
sa procedezi asa: scoti un cal din multimea de n despre care stii cd au aceeasi
culoare si-1 introduci pe cel suplimentar. Acum ai o alta multime de n cai, dar
ipoteza de inductie spune cé orice multime de n cai contine animale de aceeasi
culoare. Asa reusesti sa-1 integrezi si pe cel nou, iar pe cel lasat in afara multi-
mii il adaugi imediat, fiindca deja avea aceeasi culoare cu cei care se afld acolo.
Astfel, obtii o multime de n + 1 cai, toti de aceeasi culoare si propozitia este
demonstrata.

Poate parea surprinzitor, dar problema rationamentului nu este la pasul de induc-
tie, ci la pasul de verificare. Am ales convenabil n = 0sin = 1 cand, practic, nu e
nimic de demonstrat. Daca voiam s verificim ca orice multime de doar 2 cai con-
tine animale de aceeasi culoare, aveam, desigur, o problema si ne dddeam seama ca
propozitia nu poate sa fie adevarata.

in concluzie, atunci cand verifici o formuld care vrei si fie generali, nu alegi doar
unul-doua cazuri triviale.

0 variatie
Iatd incd un exemplu, usor diferit de primul. Demonstram formula:

nn+1)(n+2)

3 , VneN*

Pn): 1-2+4+2-3+3-4+--+n-(n+1)=

Pentru pasul de verificare:

1-2-3

FP(1):1-2=—

, adevarat.
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2:3-4 M
«+P2):1-2+2-3= , adevarat.
3-4.5 v
+P(B):1-2+2-3+3-4= 3 , adevéarat.

Apoi, pentrupasul deinductie, presupunem cd am demonstrat deja proprietatea
pentru n obiecte (adicd P(n) este adevirata) si aratam cd mai putem adauga incéd
unul. Aratam, deci, cad P(n) — P(n + 1).

Din nou, in scrierea lui P(n + 1) gasim deja rezultatul din P(n). Am colorat cu
rosu termenul nou din suma:

(n+1)(n+2)(n+3)

Pmn+1):1-242-3+--+n-n+)+(n+1)-(n+2)=

3
(conform P(n)) : w +(n+1)-(n+2)= (n+1)(n 43‘ (n+3)
(conform P(n)) : n(n + 13)(” +2) 3+ 1)3' (n+2) _(n+Dn -3'- 2)(n+3)

Egalitatea se obtine imediat dacd dai factor comun (n + 1)(n + 2) si, dupd inca
putind prelucrare algebricd, ajungi la rezultatul dorit.

Probleme experimentale

Daca stii rezultatul dintr-o formula pe care o demonstrezi prin inductie, problema
se reduce la o simpla verificare. Dar, de multe ori, trebuie sd depui efort si ca sd
gasesti formula.

Am numit aceastd tehnica ,experiment”, pentru ci, asemenea cercetitorilor
din laborator, maiintai faci teste si experimente pana ajungila un rezultat pe care
il teoretizezi, apoi verifici daci este cel general, ciutat.

Descopera o suma

Iata aceasta suma:

1 1 1 1
S = —— b b bk ————— VYnE N
n=1atra sttt ary M

Mai Intai, e clar cd situatia se potriveste unui rationament inductiv, pentru ca
suma contine un numadr arbitrar (n € N*) de termeni. Deci, dacd am gisi o formula
care sd o calculeze, am avea propozitia exprimata ca P(n) : S,, = acea formula.

Numai cd formula nu este datd, asa ca trebuie descoperitd mai intai. Sa experi-
mentim cu cateva valori calcule particulare:

1

. 1

- Pentrun =1, suma are un singur termen: S; = T5= 75
1
6

|-

1 1
+—. =Sz+_=

« Pentrun =2, sumaeste S, = 2

1-

[\
w
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1 2 1 9 3
. Pentrul’l—3.S3—Sz+n—§+ﬁ—ﬁ—z.

1 3 1 16 4
. Pentrun—4.S4—S3+E—Z+%_%_§.

Sa ne uitdm acum la legéturile pe care le-am obtinut. Vrem sa gasim o formula
care si depinda de n, asa cd ne uitdm la rezultatele sumelo in legidtura cu n:

1 2 3 4
VL—1=>§, n—2:>§, n—3:>1, I’l—4:>§.
Observi cd rezultatele sunt foarte aproape 1si, ca valoare numericd, au o forma

de tipul %, unde k este, de fiecare data, urmatoarea valoare a lui n. Pare, deci, o
reguld de tipul:

n
= —V N*.
Sy p—— ne

Mairamane de formulat proprietatea:

1 1 1
P(n):Sn=ﬁ+f+---+

3 n ,Vn e N*,

3 n-(n+1) Tn+1
Testeaza-ti cunostintele si incearcd s demonstrezi proprietatea prin inductie.
Avantajul experimentelor de mai devreme este cd am ficut deja patru pasi de
verificare, deci poti si treci direct la pasul de inductie.

O altd metoda prin care puteai ajunge la rezultat foloseste o formuld cunoscuta,
in general, din gimnaziu. Dacd nu o stiai, incearci si o demonstrezi:
1 1/1 1
——=—(=—-———),Vn,k e Z*.
n(n + k) k(n n+k>
In suma pe care o calculim, avem cazul cel mai simplu, cand k = 1, iar suma
devine telescopica:
1 1

1
4 n n+l

Din suma rdman doar primul si ultimul termen, deci:

1 n

S :1——:—’
n n+l1 n+1

rezultat care coincide cu ce am obtinut si noi ,,experimental”.

Inca o suma

Pe baza exemplului anterior, s complicdm un pic lucrurile si sa calculam:

1
Sp = +

1
b VneN-.
1237234 " Tunsnmry "E
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Din nou, formula nu este datd, asa ca trebuie descoperitd experimental. Poti sa
incerci cateva calcule, dar poti si sd prelucrezi termenul general.

Supliment informativ
Pentru simplitatea notatiei, dar si ca sa te obisnuiesti cu tehnica prin care te con-
centrezi asupra termenului general, iti explic, pe scurt, notatia cu ajutorul simbolu-
lui de sumare = (litera greceasca sigma mare).

Logicaacesteinotatii seam&na cu structurilerepetitive din programare, mai exact,
cu structura for (pentru). Dacd intr-un pl;logram aiscriefor i = 1 to n(pentru i de

la 1 la n), in matematica, notatia este Z
i=1
Intr-un program, urmeaza una sau mai multe instructiuni care prelucreaza va-

riabila i, cAnd aceasta ia valorile de la 1 la n. La fel si in matematicd, urmeaza o

formula (reguld) care foloseste variabila i, in timp ce aceasta ia valorile de la 11a n.
Dar e o diferentd intre buclele din programare si sumele din matematica: dacé

intr-un program, o bucl:?}lfor poate sa facd orice operatii in interiorul ei, in matema-

ticd, notatia de sumare z doar aduni termenii pe care 1i specifici prin formula (re-
i=1
gula) care urmeazi. In pseudocod, asta s-ar scrie asa:

pentru i de la 1 la n { suma := suma + expresie(i) %

n
In matematici, o notatie de tipul Z f(@), unde f este o functie, iInseamna f(1) +

=1
f@)+ f(3)+ -+ + f(n): aduna toti terménii de tipul f(i), pentru fiecareide la1lan.

Daca ai inteles cum functioneaz notatia de sumare, atunci e clar cé este suficient
sd te concentrezi pe forma termenului general, adica pe acea reguli care iti ara-
t4 termenii care se aduni si cum depind ei de ,contorul” i. In exercitiul pe care-1
discutdm acum, poti scrie:

Z:: k(k + 1)(k +2)

Avantajul (pe langd notatia mai comprimaté) este ca nu mai ai nevoie si te uiti la
fiecare termen, pentru cd in forma restransa ii ai deja pe toti: este suficient sa dai
valori lui k si obtii orice termen din cei n ai fiecdrei sume S,,.

Asa ca, dacd prelucrezi termenul general, atunci automat ideea se va aplica ori-
cirei valori particulare a lui.
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In suma noastri, uite un truc prin care poti reduce la cazul anterior:

1 _ (k+1) -k
k(k+1)(k+2)  k(k+1)(k+2)
_ k+1 + k
k(k+1)(k+2)  k(k+1)(k+2)
1 1

S kk+2) T kFDk+2)
M- P )
2\k k+2 k+1 k+2
Acum observi ca ai descompus termenul general in ciate douid sume, care devin
telescopice atunci cand k ia valorile de la 1 1a n.
Testeaza-ti cunostintele si gdseste formula, apoi demonstreaz-o prin inductie.

Dar observa cd, din moment ce am lucrat direct cu formula generala (cea cu k) si
nu am mai luat cazuri particulare, nu mai poti sdri peste pasii de verificare.

Compara expresii numerice

Uite inca o aplicatie a inductiei, ca s vezi ci nu e folositoare doar pentru sume.
Ordoneaza crescator numerele, definite pentru orice valoare n € N*:

3

a=2n\/n+1, b=2(n+?1’)(\/7l)’ C=Zn:\/E.
k=1

Comparatia intre a si b e simpla, pentru cé sunt definite de formule finale, care
nu necesita calcule. Ne uitdm pas cu pas:

a ? b
2ny/ 1 2(n+1n o .
n ;H- ? ( 3 Wn ) inmultesti cu ;
min+1 72 (n+1\n ) ridici la patrat
n?-(n+1) ?2 (n+12-n ) desfaci parantezele
nw+n? ?2 (NP+2n+1)-n ) calculezi in dreapta

=>n+n? < nP+2n’+n

deundeeclarciaa < b.

Dar nu e la fel de simplu pentru numarul ¢, pentru ca el se exprima printr-o re-
guld care invitd la calcul. Dar nici nu e nevoie s gisesti o formula generald pentru
c. Problema cere sa-1 comparicuasib, asa ca ne putem concentra pe asta. Ne uitam
la cateva cazuri:

- Pentrun=1:a=

22
3

4 - . N .
,b= 3¢= 1. Stii cd a < b, iar ¢ se plaseazd intre ele, deci
a < c < baici.
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4 6v/2
3

2 . .. .o .
. Pentrun:Z:a:T,bz— =2 2,1arc=1+\/§. Aici e nevoie sa faci un

calcul aproximativ. Cum \/5 ~1,41,0btiicaa ~1,88,apoib ~ 2,82, iarc ~ 2,41,
decia < ¢ < bdin nou.

Mai poti incerca si pentru n = 3, dar devine clar ca ordinea este aceasta: a < ¢ < b.
Asa ca ramane sa demonstrezi prin inductie cele doud inegalitéti: a < csic < b.
Estiiar in situatia cand experimentul de mai sus te scuteste de pasul de verifi-
care, asa cd poti si treci direct la pasul de inductie.
Mai precis, cum a < ¢ < b inseamna, pentru cazul n, ca:

2 1
2’1_\/"+1<1+\/5+\5+...+ﬁ<('1+>\/?

3

Asta este ipoteza de inductie. Pe ea o poti folosi ca sd demonstrezi cazul corespun-
zator luin + 1, adica:

2(n+1§\/n+2<1+\/5+\/§+_“+\/z+\/n—+1<2(n+2;vn+1'

Dar suma primilor » radicali din ¢ se incadreaza intre valorile lui a si b calculate
pentru n, deci mai raméane si arati ca:

1+\/5+\/§+---+\/?1+\/n+1<—2(n+31)ﬁ+ n+1<—2("+2§anrl si
1+V2+ V34 + n+\/n_+1>—2n“;l+1+\/n_+1>—2(n+1;“n+2

Dupa ce elimini numitorii si faci cteva prelucrari algebrice, ajungila rezultat, asa
ca-tilas finalizarea demonstratiei ca exercitiu.

Divizibilitate

Mai poti folosi inductia si in exercitii cu divizibilitate. Totul este sd poti exprima

proprietatea de demonstrat ca o propozitie P(n), cu n un numadr natural.
Uite Inca un exemplu atipic. Definim numerele:

a, =5""3 +113" si h=17,

apoi proprietatea P(n) : b | a,,Vn € N. Urmeaza sa o demonstram prin inductie.
Testdm pe cateva cazuri, ocazie cu care facem pasul de verificare:

« B :b|ay,adicd17 | 5°73+11°+! = 136, care este adevaratd, pentru ci 136 = 17-8;

B :b| a,adica 17 | 51*3 + 113*! = 15266, adevirata si ea, pentru ci 15266 =
17 - 898.

10
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Asa ca mai ramane pasul de inductie, P(n) — P(n + 1). Altfel spus, presupunem
cal7|a,sivrem17 | a,y,.
Dar iatd o prelucrare simpla:
Upyp = gh+4 4 113(n+1)+1
=5. 5n+3 + 113 . 113Vl+1
=5-5"3 5. 113" + (11° — 5) - 113"+
=5 (5" +113"*1) + 1326 - 113"+1,

Paranteza aparuti corespunde numarului a,, despre care stii deja ci este divizibil
cu 17, iar al doilea termen contine factorul 1326, care este 17 - 78. Deci a,,, este o
suma de doud numere, ambele divizibile cu 17 si am terminat.

Exercitiu: Testeaza-ti acum cunstintele si demonstreaza prin inductie:

P(n) :b|a,VneN, unde a,=11""2+ 122"+ p =133,

0 aplicatie in geometrie
Uite inca o aplicatie potrivitd pentru inductie la care poate nu te asteptai:
Cate diagonale are un poligon convex cu » laturi (n > 3)?

Problema pare ci se potriveste situatiilor experimentale pe care le-am discutat
mai devreme. Nu avem un rezultat cunoscut pe care sia-1 demonstram si va trebui
sd facem cateva teste.

Mai intéi, sa stabilim ce se intelege prin ,,diagonald”: este un segment care se
traseaza intre doua varfuri ale poligonului care nu sunt consecutive. Varfurile
consecutive sunt unite de laturi, iar cele neconsecutive, de diagonale.

Primul poligon ar fi triunghiul, deci n = 3, doar ca triunghiul nu are diagonale,
pentru ci toate varfurile sunt consecutive. Dar problema zice si incepem cu cazul
n = 3, deci, dacad notam cu d,, numarul de diagonale ale unui poligon convex cu n
laturi, avem, pentru inceput, d; = 0.

Mai departe, n = 4. Un patrulater are doud diagonale. Gandeste-te la patrat,
dreptunghi, paralelogram sau orice alt patrulater, regulat sau nu. Fiecare varf es-
te unit cu incd doud varfuri ca sa formeze laturi, asa ca, pentru fiecare varf, mai
ramane inca unul cu care formeaza o diagonala.

Dacd vizualizezi, de exemplu, un patrat ABCD, atunci AB si AD sunt laturi, deci
singura diagonald posibila din A este AC. La fel, BD, diagonala din B. Cand ajungi
la varfurile C si D, ar trebui sa numeri din nou diagonalele CA si DB, doar ca ele
sunt deja luate in calcul. Decid, = 2.

Pentru pentagon, n = 5: poti sd desenezi (vezi si Figura sau poti sd Incerci sa
aplicirationamentul de la patrulater. Fiecare varfse uneste cu doua varfurivecine
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si formeaza o laturd, asa ci raiman incd doud varfuri pentru diagonale. n total, ai
5varfuri, deci ar fi 5-2 diagonale. Numai ca, la fel ca la patrat, toate diagonalele au
fost numaérate de doud ori. Deci raspunsul este, de fapt, d; = 5.

Figura 1: Un pentagon regulat si cele 5 diagonale ale sale

Se intrevede regula generala: daci poligonul are n laturi, din fiecare dintre ce-
le n varfuri poti sd duci cate n — 3 diagonale (scazi 2 pentru varfurile vecine, care
formeaza laturi si incd 1 pentru varful insusi, care nu formeaza niciun segment).
Dar toate diagonalele sunt numarate de doua ori, deci ar parea ca formula este
d, = n(n —3) .

Experimentele pentru triunghi, patrat si pentagon confirmé formula. Mairama-
ne sa o demonstram in general.

Principala provocare este sd te gindesti cum faci trecerea de la un poligon cu n
laturila unul cu n + 1 laturi si ce impact are asta asupra numarului de diagonale.

Sa mai adaugi incd un varf e simplu: alegi o latura din poligonul initial, ada-
ugi un varf deasupra ei, astfel incat sd obtii un triunghi, dupi care stergi latura
initiala. Vezi situatia in Figura[2|

Impactul asupra numarului de diagonale este ci faci disponibil inca un varf,
care formeaza diagonale cu toate celelalte. Acum ain+1varfuri, deci potisa trasezi
n+ 1 -3 diagonale noi, plus incd una: latura eliminata cand ai addugat varful nou
(care devine, acum, diagonala).

Figura 2: Ad3ugarea unei noi laturi (cu rosu) intr-un poligon. Latura veche (punctatd) devine diagonald
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Asadar, rationamentul te conduce la acest calcul:

n(n —3)

2_ - f—
dn+1=T+(n—1):n n 2:(n+1)(n 2)

2 2 ’

adica exact valoarea asteptatd si am terminat demonstratia.

Exerseaza situ

1. Formuleaza propozitiile P(n) si demonstreaza prin inductie (giseste tu valorile
permise pentru n):

2
@) B+22+3B 4+ +1d =(n(n2+ 1)) :

(b) 12— 2243 — 42 4 oo 4 (=1)"*1p2 = (_1)n+1@;

D" n(n+ D)2 +n—-1)
> .

(C) 142443444+ ... 4+ (—1)"‘1;14 —

2. Experimenteaza, gaseste formula generald si demonstreaz-o prin inductie ca s&
calculezi (gaseste si valorile permise pentru n):

(@ 1-4+2-7+3-10+ - +nBn+1);
1

(b) 1-1,3)+2-2,(3)+ - +n(n+ 5);
() 32—12+5 -4+ .-+ (2n+1)* - (3n—2)%
3. Demonstreaza prin inductie:
(a) 7| 3%+ 422 yn e N;
(b) 13]2-42"+1 4 45.3"1 ypn e N;
(c) 2™*2 | 2n+1)*" —1,Vm,n € N*.
4*. Similar cu problema de geometrie, iti propun incd o aplicatie mai putin intalni-
td pentru inductie.

Demonstreazi cad orice suma mai mare sau egald cu 5 lei poate fi platita folosind
numai monede de 2 lei si 3 lei.

Testeazd pe cateva cazuri, formalizeaza ca P(n), gdsind si valorile permise pen-
tru n, apoi demonstreaza prin inductie.
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